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1 Ysojx

[1pu pentaBamy pa3HUX MaTeMaTHYKKX IPOOIEMa, HHlje pETKOCT 1a HaM
cama TocTaBKa jiedyje ofi00jHa 1 HeTIPUCTYNAvHa, /1a jeJHOCTABHO HEMaMO
WjleJy O TOME KaKO NPUCTYIUTH 1pobiaeMy. Tajia ce TpyiuMo fia, mpejcras-
JbabEM NpoOJIeMa Ha HEKU JPYTH, €KBHBANIECHTAH HAYKMH, CTEKHEMO 00OJbY
CIIMKY O TOME ILITa 3apaBo Tpeba JOKa3aTH, LITO YECTO PE3YIATYje U HEKOM
WJI€jOM KOja BOJIM Ka pellieny. Y TOM CMHCITY, PELIETKE CY BPJIO HOTOHE KAo
MaTeMaTHYK! anapar 3aTo LITO X j€ jeJHOCTaBHO 3aMUCIUTH U ofpehenn
npodJIeM UHTEpIpeTHpaT noMohy ofrosapajyhnx enemenara pemeTke.

Penretke ce He Mory Ha3BaTh MaTeMaTHukoM oOnanthy. OHe Butie npey-
CTaBJbajy MaTEMAaTUYKO Opybe Koje uMa OpojHe NprMeHe Y KOMOMHATOPHLH,
reOMETpHjd, Kpunrorpaduji, ”HHOPMATHLHM, a1 1 HEKUM HEOUEKUBAHUM
MaTeMaTHyKuM 00J1aCTIMa, Kao LITO je Teopuja Opojesa (Jen npumep jefiHe
TakBe NpUMEHE je mHTepnperanuja npodiema PpobdeHnycoBux Opojesa,
Kojy hiemo HaBecTH Ha Kpajy OBOT pajia). MehyTum, To He 3HaUM fla U3a OBe
Hau3rieq jefHocTaBHe KOH(Urypaluje He MOCTOjU CIOXKEHa TeopHuja Koja
HaM y MHOTOME MOXe MOMOhH y pellaBalky HHTEPIPETUPAHOT NpodiIemMa.
3060r Tora je jako KOPUCHO 3HATH MOHEIITO O OBOj TEMHU.

Mu hemo ce y oBoM pajiy nipe cera 6aBuTH 11€100pOJHUM pelieTKama
y eykamgckum tipocropama (i o Hajumie y R?). Hajnpe pedmammemo
pELIETKY YOIIITE, a 3aTUM Y OBOM Jeay TpeficTaBiheMo TBphewa [1ukose
TeopeMe, TeopeMe MUHKOBCKOT, Ka0 M HEKOJIUKO TBphea Koje Cy IOCTaBIIN
Apkuamtan, Ckor, PabrHOBAT3, a Koja cy HOBHjer Beka. 3aTuMm hemo
ce 0aBUTH HEKUM OCHOBHMM CBOJCTBMMA IOJUTONA YIIUCAHUM Y LIENOOPO-
JHY PemIeTKy y eykiamjckoM mpoctopy R", ma 6ucMo cam paj 3aBpiimnm
Beh HaBeieHMM PpoOeHIy COBUM IIPOOIEMOM U eI OBOM HHTEPIPETALN]OM
noMohy 1eno0pOjHUX PELIETKH.



2 Pemerka u MHOrOyrao ynmucas y by

2.1 IllTtaje 3anpaBo pemerka?

Hedununuja 2.1. Ckyii L iauaxa y R™ nazusa ce peweiuxkom axo 3a00604-
jasa caedehe ycaose:

1. (V,+) je ouckpeiuina zpyia, z0e je V ckyil ceux 8exiliopa ca Kpajroum
faukama y iauxama peweitixe L.

2. Ceakaitiaukay L je yenitiap aoiiitie koja He caopicu Hit jeOHY Opy2y iayKy
us L.

Cmuka 1. Pemretka

[TpumeTnMo fa, Ha IPBH NOTJIEN, Hje MHTYUTHBHO 3aIITO OBA Te(hIHMA-
1l1ja ofiroBapa HaiieM HepopMasHOM cxBaTawy pemerke. Mebyrtum, kako
W3 JIPYTOT yCIIOBA MIMaMO J1a, Ha TIPUMED, PEIIeTKa He MOKe CaJIPKaTH CKYII
IIOBE3aHNX Tauaka (MHave JIONTa IPOU3BOJHHO MAJIOT MPEYHMKA Ca [IEHTPOM
y HEKO]j Off OBHX TayaKa CaJip>KH jOI HEKY TaUKy pelieTke ), mpumehyjemMo na
cy Tauke u3 L, ITO ce Tora TH4e, OAroBapajy HareM He(hopMarHOM e H-
ucamy pemerke. Takobe, u3 npsor ycnosa ((V, +) je rpyna) uHTyuTuBHO
je jacHo 3amrTo he peleTka OMTH CUMETPUYHA Y OfJHOCY Ha CBAKY TauyKy
3 L, ma oBa epuHmIMja 3anCcTa OAroBapa HehOPMATHOM JTOXKUBIHABAY
peleTke.

Ipumep 2.1. Q" je iioozpyiia R", aau Huje Ouckpeitina, iiako 0a Q" Huje
peuieixa.

Ipumep 2.2. Ckyi 7" jecitie peuieitixa, 3aitio Wiilio 3a0080/6a84 UPEMiXOOHY
Oehunuyujy.
OBpe HaBOJIMMO jOIII jefIHY, EKBUBAJICHTHY Ie(pUHUILIN]Y pellIeTKe.

Nedwmmumuja 2.2. Hexacy B = [by, bo, ..., by] € R™* auneapro nesas-
ucuu sexttiopu y R™. Taoa ce peweiixa oegpuruuie iiomohy B kao

L(B) = {Bz|lz € 2"} = {Z z;b;|z; € Z} :



Nedmnumuja 2.3. Ceaky iniauky itoockyiia L ckyila R™ xoju je peweitika
HA3UBAMO U WeMeHOM (4160pom) peweilre L.

Hedunnmmmo cama u 11e100pojHy peleTky, koja he Hac, 3ampaso, u
HajBUINE HHTEPECOBATH Y OBOM Pay.

Mepunmmja 2.4, Tauka (r1,79,...,2,) € R™ je yeaobpojua axo x,
o ..., Tp € Z". Peuteilika je yeaoOpojHa axo cy c8u HeHU 480POsU
ueaobpojHe tiauxe.

JMedmummuja 2.5. Mnozoyzao je yiiucan y peweiticy L C R? axo cy cea
1€206a MieMeHa 480PO8IU Hie peuleliKe.

Medununuja 2.6. Ilpociu mnozoyzao P je mHoZoyzao quja je 2panuna jeOHa
U3NOM-/beHA AUHUJA, KOja He ceye camy cebe. TIpocitl mHOZOY20a0 je yiulucau y
PeueitiKy ako cy €8d rbe208a WemMena Y60posiL 08e pelleitKe.

Cnuka 2. TTpoct MHOTOYr20

Y HacTaBKy OBOT NOTrJaB/ba 0aBMheMO ce HEKUM CBOJCTBUMA YITHCAHUX
MHOTOYIJIOBA, B CMaTpaheMo Ja Cy CBE peLIETKE LET0OpojHe 1y R?.,

2.2 TIukoBa Teopema

ITomrTo cMO ce ynmo3HamM ca HEKUM OCHOBHUM TepMHUHMMa, nmpehn hemo
Ha HeKa Off HajBaXXHUjUX CBOjCTaBa MHOTOYIJIOBA YINHUCAHUX Y PELIETKE.
BepoBaTHo Hajmo3HatHja je [Tuxosa iieopema (1899, Llopy Anexcanmep
[Muk), koja Ham omoryhasa jja U3pauyHaMo HOBPILIUHY MHOTOYTJ1a CaMO Ipe-
6pojaBameM ofipcheHnx uBopoBa penietke. UHTepecTanTHO je fa je [lon
PeBu noka3zao ia He nocToju ekBrUBaneHT [TMKOBO] TEOpEMH y EKYIUACKUM
npocropuma R, n > 3.

Nedunumuja 2.7. 3a ipas mHozoyzao P yiiucan y yeaobpojHy peuteiliky
L C R? ca u(P) osnauumo 6poj w6oposa y yHYWPAUHOCHIU MHOZ0Y2Ad,
ca v(P) 6poj ueoposa Ha camoj zpanuqnoj aunuju, a ca S(P) oznavumo
re208y HOBPUILHY.



Teopema 2.1. Ako je P iipas mHo2oyzao yiiucau y yeao6pojHy peuteiixy
L C R?, gaxu:

[TukoBa Teopema nma Buie fokasa. [Ipepgcrasuhemo npa, jefan gooujcH
TPUAHTYJIALMjOM Ha NPUMHUTHBHE TPOYIioBe, a Apyra nomohy Ojiaepose
TeopeMe u3 Teopuje rpagoBa. 3a CBaKH Off BUX NOTPEOHO HAM j€ BHLIE
noMohHHUX TBphema.

Nedununuja 2.8. [lodeaa mnozoyzaa P Ha OucjyHKiliHe iipoy2a06e HA3UEA
ce ipuanzyaayuja mrozoyzaa P.

Jdema2.1. Ceakxu n-itioyzao P,, mozyhe je iodeauitiu Han — 2 OUCjyHKIIHUX
{ipoyzno6a ilomohy Hezosux OujazoHana Koje ce mehycobHo He cexy.

Cnuka 3. ITukosa Teopema

Hokas. Tepbewe heMo foKazaTH MOTHYHOM MHAYKLHjoM 1O n. Ciyyaj
n = 3 je TpuBMjanaH, na heMo NpeTnoCTaBUTH 1a OHO BaXKU 3a CBE N = 3,
4,...,kupokazarurazan = k + 1. Younmo pujaronany osor (k + 1)-
toyraa. OHa Jienn oBaj MHOTOYrao Ha /IBa INCjyHKTHA MHOTOYTJa, ca Mo
m u | TeMeHa, pegoM. Kako cBako Teme MOJa3HOr MHOTOYIJIa MpUnafa
TayHO jEAHOM Off 1B NOOMjeHa, OCUM KPajHbUuX Tauaka yOueHe AiijaroHanie
KOj€ Cy IpHCyTHe y 06a MHOTOyIIa, uMaMo aa je m + [ = n + 2. Ilpema
VH/IYKTUBHO] IPETIIOCTABI MOT'Yhe j€ U3BPLINTH TPUAHTYIalu]y 100UjeHIX
MHOTOYTJIOBA W TaKO 06Ut m — 2 u [ — 2 Tpoyria, pefioM, a Kako ce
MHjaroHajne U3 pasiMyUTUX MHOTOYINIOBAa MehycoOHO HE CeKy jep cy OHH
TIAC] YHKTHU, JOOWIN CMO TpUaHrynanujy Ha k — 2+ — 2 = n — 2 Tpoyria,
9pMe je ToKa3 3aBplIeH. U

Hocnepma 1. Ceaxu n-itioyzao yiiucan y peuteitiky mouie ce ilo0eauilitt Ha
N — 2 OUCJYHKIIHA TPOYZAa YIUCAHA Y PeUleiliKy.



Hedmnmuja 2.9. Muozoyzao yiiucan y peuteitiky je UpumMuilu6an axo Hema
iiemeHa peuletlike y C80jOj YHYMUPAULHOCTIU U HA 0000y, ¢A U3Y3eHKOM
CAMUX iemeHa MHo20y2A4.

Jdema 2.2, Ceaku MHO20y2a0 YUUCAH Y peuleiliKy Moxce ce Hooeauiliu Ha
UPUMUTUUGHE TUPOY2A08€ YUUCAHE Y PeULEeTHKY.

Hloka3. Ha oCHOBY NPETXONHO AOKa3aHe jJeMe, Moryhe je JaTu MHOTOYyrao
TPUAHTYJIMCATH HA TPOYIJIOBE YIUcaHEe Yy peuieTky. [lakie, 10BOJbHO je
MI0Ka3aTH Jia je Moryhe U3BpIIUTHU TPUAHTYJIAIU]Y TPOYIJIa Ha IPUMUTHBHE
TpoyrnoBe. OBO MOKa3yjeMO WHAYKIHUjOM MO 7, TAe je r Opoj 4BopoBa
peLIeTKe YHyTap OBOT TPOYIJIa.

Axo je r = 0, 1 aKo je Tpoyrao NpUMHUTHBaH, TBphemwe je MOKa3aHO.
Y cynpoTHOM, MOCTOjU CTpaHWla TPOyrJaa ca Gap jeHUM YBOPOM Y VH-
yTpambocTh. Tajia Tpoyrao IeluMo TaKo IITO CBE YBOPOBE HA TOj CTPAHATIHA
cI1ajaMo ca HaClpaMHUM TEMEHOM TPOYTIIa, ! TUME CE CMakyje MaKCHMallaH
6poj uBOpoBa Ha 060OAY CBHX OBHX TpOyrioBa. Kako je oBaj 6poj HeHeraTu-
BaH M L€0, Y jJEHOM TPEHYTKY Mopa goctihu 0, 4nMe je H3BpIIeHa ONKUcaHa
TpuaHrynaamuja. Ako je r = 1, mogennheMo gaTl TpOyrao Ha 3 Mama Tako
Jla je CBAKOME TEME OBa je/lHa Tauka y YHYTPalllkhOCTH, a IpeocTana jiBa cy
TEeMEHa Tpoyria. Tume cMO 00WIM TPH TPOYTIa KOja Ce MO WHIYKTHBHO]
XUIOTE3H MOTY TPUAHTYJIUCATH Ha ONUCaHy HaunH. Hanokow, akoje r > 1
youyaBambeM HEKOT Off YBOPOBA YHyTap TPOYIUIA U CTMYHOM MOJENOM Ha 3
Tpoyria fo0njeMo 1a MaKcuMyM 6poja YBOPOBA Y YHYTPALIH-OCTH TPOYTIIOBA
OTajia, 1a Mo MHAYKTABHO] XUIIOTE3M 32 MakE¢ 7" TOHOBO MOXKEMO M3BPILHTH
TPUAHTYJIALH]Y, YUME j€ 0Ka3 3aBpIIEH. U

Jdema 2.3. [lospuiuna UpuUMUIIUBHOZ TPOY2AA YUUCAHOZ Y UeA0OPOJHY
peuteitiky je %

OBa ;mema MOXe ce TOKa3aTH Ha MHOTO HauyWHA, and 300T W3pasure

eneraniyje oupamo caefehu, nako MoxKja Mambe MHTYUTHBAH.
Hoxa3. YBenuMo KOOpAMHATHY CUCTEM, M TPAHCIMPAjMO HOCMaTPaHU IIPUM-
WTHBHH TPOYTao TAaKo fia My CE TeMe OLITPOr yria Hahe Y KOOPAUHATHOM
MOYETKy (KaKO je OBO MpaBd TPOYrao Mopa MmocTojatd 6ap jefaH omrap
yrao). [IpumeTumo fa Tala KOOPIMHATHE OCE HE CEKY CTPAHMIIE TPOYTJIa y
YHYTpalIbhOCTH, UHaYe Tpoyarao He 6u 0uo npumutusad. Kako je yrao kop
KOOPJIMHATHOT MOYETKA OIITAP, 3aK/bYUyjEMO fIa Ce IIE0 TPOYrao Hajiasu y
jemHOM KBafipaHTy. be3 ry6ibema Ha OMIITOCTH, Y TIPBOM.

Hexka cy remena nocmarpasor tpoyrna O(0,0), P(py, py) 1 Q(q, ¢y)-
[Ipumernmo fa je (pu, py) = (¢z,qy) = 1, jep O y CYMPOTHOM NOCTOjA0
ugop peuierke Ha O P uin OQ), na Tpoyrao se 6u 6uo npumuruas. Takobe,
Pu () cancre cTpane npase y = x, jep 6| y CYMPOTHOM HEKa TauKa OCe W
rauka (1, 1) mpumapam rpoyray. Tosmammpaje 0 < 2=, = < 1.

v’ Gy —



Younmo cafia cBe Tauke Koje ¢y sud.suse n3 O, TakBe fa 3a HUXOB ap-
ryment Baxu ¢ € [0, 7/4]. 3a cBaky TauKy pejoM NOCMATPAMO KOJHYHAK
arncuyce u opauHare. Huje Teimko npuMeTuTH 1a oBe Tauke unte Papejes
HU3 32 TIOJIECHO M3a0paH MakcuMasiaH uMeHmarl (OBfie OU TO 6O MaKCUMYM
KoopmuHarta P, ()),mroy pactyhemnopetky. Kakoje AO P(Q) npuMHATHBaH,
P () cy cycenHe y 0BOM HH3Y, ITa HA OCHOBY MO3HATOT TBphema 3a Papejen
HU3 BaXH Dy ¢, — PGy = 1,maxkakoje O = O(0, 0), n3 ananuruuke hop-
MyJIe 3a TIOBPIIIMHY TPOYIJIa MMaMO Jia j€ TIOBPIIMHA IPMMATUBHOT TPOYIJIa
3aHCTa 3. O

Bpatumo ce capa nokasy [lukose Teopeme. Kao mro cmo Beh pekin,
m3BerheMo ra Ha fiBa HauMHa.

Hoxkasz 1. Kako cmo Beh noka3zanu, moryhe je gatu MEOroyrao P nopenuTu
Ha IPUMUTUBHE TPOYIIIoBe. AKO je 6poj oBuX TpoyrnoBa /N, cyma yrioBa y
CBUM TPOYTIJIOBMMA je

T = Nr. (1)

Ca mpyre cTpaHe, KaKo je cyMa yIrioBa 4mje je TeMe Yy (pHKCHpPaHO] VH-
yTpalIkbOj TauKK jefjHaKa 27, CymMa yIiioBa KOjl CBMX YBOpOBa Ha 06ony (a
KOja HHACY TeMEHA MHOTOYTJIA) jefIHAaKa 77, @ CyMa CBHX YIJIOBA Y TEMCHAMA
MHOTOYrIa je (n — 2)7, IMaMo /1a BaXH

T = 2nu(P) + mv(P) — 2m, ()
na u3jenHavaBameM (1) u (2) gobujamo
Nm = 2ru(P) + mv(P) — 2,

OJTHOCHO
N =2u(P) +v(P) — 2.

Ha kpajy, KaKo je IOBpIIMHA IPUMUTHBHOT Tpoyria 5, mmamo S(P) = &,
1a oflaTJie e
P
S(P) = u(P) “(2 )y
U

Hoxas 2. J[lokas ce Takobe Moxe 3aBpiuuty npumeHoM Ojiepose Teopeme
y teopuju rpacposa. Hamme, ecpunumniemo mianapuu rpad G(V, E) uuju
Cy YBOPOBHU TEMEHA NPMMUTHBHUX TPOYIJIOBA, MBHIIE CTPAHKUIIC TPOYIVIOBA,
a CTpaHe caMy TPOYIJIOBU Y3 jOLI jefHy CTpaHy, ocTaTak paBHH. Kako
je Beh IOKa3aHO Jja je MOBPIIHHA IPHMATHBHOT TPOYIIIA 3, HMAMO [a je
S(P) = 3(f — 1). Ca npyre cTpaHe, aKo ca e,, 03Ha4AMO 6pOj HBHIA KOje
criajajy 4BopoBe Ha o00jly, a ca e,, 00eJIe>KUMO OpOj OCTAJMX, YHYTPAIIBUX
uBmia, Mopa Baxutu 3(f — 1) = 2e, + e, (0Bo ce 100mje pedpojaBameM
CTpaHNIIA CBUX IPUMHUTHBHEX TpoyrioBa). Takobe, n3 nfedunurmje ce Buan

7



najev(P) = e, uu = u(P)+v(P). Kakous OjrepoBe TeopeMe IMaMo fia
jev — e+ [ = 2, maMeTHOM MaHHIYJIAIjOM M3pa3uma ooujamo crefnehe:

f=3(f-1)—2f+3
=2e,+e,—2f+3
=2e—e,—2f+3
=2(e—f)—e,+3
=2(u—2)—e,+3
=2(u(P)+v(P)—2)—v(P)+3
= 2u(P) +v(P) — 1.

Hakne, S(P) = 1(f —1) = u(P) + v(P) — 1,1a je foKa3 3aBpIieH.
O

[Toctoje MHora yonrewa [Tukose reopeme. Mu hemo oBfie n3/1BOjUTH
nBa Hajmo3Hathja, [IMKOBY TeopeMy 3a MHOTOYITIOBE KOjH HHCY HPOCTH,
u [TukoBy Teopemy 3a kP = {kx|z € P}, rue je k mpuponau 6poj, a P
MHOTOYTao0 yIicaH y petieTky. [lomrto fokasu kopucte Beh HaBefieHe ujeje,
oBJic ux Hehemo HaBoUTH.

Teopema 2.2 (O MHOTOYTITY KOju HUje IpocT). Heka je P mHoZoyzao yiiucan
y peuteitiky, ca m pyua. Mnozoyzao P mozyhe je ilipuanzyaucaiiu Ha
fpumuiniueHe itipoyzaosee. Ako ce Opxcumo eeh yseoeHuUx 03HAKaA, HOBPULLHY
MHoZ20y2aa P pauynamo kao

1
S(P) =u(P) — §U<P) +m —1.
Teopema 2.3 (O muorOyTY Kk P). Heka je P mHoZoyzao yiucan y peuteiixy,
k apupooan 6poj, u kP = {kx|x € P}. Axo ca L(kP) osnauumo 6poj

480p086a YHYIIAp U Ha 0600y MHOZoy2aa k P, saxcu

L(kP) = S(P)k* + %U(P)k + 1.



2.3 Teopema MHHKOBCKOT

HMedmmmpuja 2.10. 3a S C R? kaxcemo 0a je Koneekcan, axo 3a ceaxe 06e
mauxe P = P(py,py) u Q = Q(qz, qy) koje iipuiiadajy S, saxcu

{tP+(1-t)Q|t € [0,1]} C S.

HNedunnmuja 2.11. 3a iiauxy P € R? P = P(p,, p,), Oepuruuueso woj
cyiupoiuny wa4xy — P kao (—py, —py).

Nedunmmuja 2.12. 3a ckyil wiavaxa S C R? kaxemo 0a je cumeidpuyan y
00HOCY HA KOOPOUHAIIHU HOYelaK, axko 3a ceaxy wauky P = P(p,,py)
Koja ipuitaoa ckyily S eawuu —P € S.

Teopema 2.4. Axo je S konsexcan ckyii iiauaxa y R? xoju je cumeiiputan
y 00HOCY HA KOOPOUHATHHU ToYelllak, U wuja je lospuiura éeha 00 4, wiaoa
OH caopicu b6ap jeOHy yeaobpojHy WavKy pasiuduiily 00 KOOpOUHAMIHOZ
ioueiika.

[Hoxaz. Younmo dynkumjy f : S — R?, xoja tauky (z,y) cmuka y (z
mod 2,y mod 2). UHTYHTHBHO, jACHO HaM je 1a OBO MPECIMKABAE IEH
paBaH Ha KBajpaTe 2 X 2, [a HX 3aTHM CJTaxe jefa Ha ipyru. Tako hemo umu
IIOCMATPATH OBO MPEC/INKaBambe. [JoOKaxnMo fia tie ce 0Bako HEKe [IBE TauKe
u3 S “mpeknanata’, TO ject f1a he ce Heke jBe Tauke U3 S CIMKATH y UCTY
tauky. [IpeTnmocraBuMoO cynpoTHO, fia je ¢yHKIujc f WKHjeKTuBHA. Kako
j€ TOBPIIHA CBAKOT O TOOUjeHNX KBapaTa 4, MOIITO HeMa MPEKIanamba
noBpumHa S Moxe GUTH HajBuire 4, Ta IMamMo KOHTpaaukimjy. [lakne, f
HIje NHjeKTUBHa, 1a tocToje Tauke Py u Pou3 S taksemaje f(Py) = f(FPe).

Kakoje f((z,y)) = (z mod 2,y mod 2), u3 IpeTXO[HO HABEICHOT
3aKkJbydyjeMo fa mocroje Py, P, € S rtakse ma je P, = P, + (2i,27),
i,7 € Z, (i,7) # (0,0). [ame, Kako je S cHMeTpUYaH y OIHOCY Ha
KOOPJIMHATHH MOYETaK Baxku U —P, € S, ma u3 yciuoBa KOHBEKCHOCTH
nobujamo fa

1
5(—P2 -+ P2 + (22, 2])) € S,

OFHOCHO (7, 7) € S, ma S capku 1eno6pojHy TauKy pa3induTy Off KOOp-
MHATHOT TOYETKa, IITO je B TpeOalIo JOKa3aTH. U

NuTepecanTHO je 1a ce oBa TeOpeMa MOXKE YOIILITUTH Ha PELIETKE KOje
HE MOpajy 6uTH 11e7100pojHE, Kao 1 Ha EYKIIHJICKE IIPOCTOpeE IUMEH3uje Behe
on 2. [edwunnnmje KoxgekcHOCHiU N CYHpOiliHe lid4uke Cy aHAJOTHE, Ta
nx HeheMo HaBoaUTH (KOHBEKCHOCT 3a BHILE AUMeH3Hje hemo nedunncaTn
y HapemHOM TOrfaB-iby). 3ailpemuny ckyna y R"™ moryhe je mpupomHO
nedpunncati. OBfe TpefcTaBbaMO OPUTHHATHY (hOPMYIANjy Teopeme
MUHKOBCKOT.



Teopema 2.5 (Teopema MunkoBckor). Hexa je L peceitika Oeitiepmunariiie
d(L) y n-Oumensuonaanom eexitiopckom tipocitiopy R, u nexa je S kou-
gexca ioockyil ckyila R", koju je cumettipusan y 00HOCY HA KOOPOUHATIHU
doueitiak. Ako je aiipemuna ckyia S ciipozo eetia 00 2"d(L), onoa S
caopacu 6ap jeOan 4eop pewieitixe pazauyuit 00 KOOPOUHAIIHOZ HoYeilKa.

Ogpie ce Oeitiepmunaniiia peweitike d(L) nedpuHnine Kao 3anpeMuHa
pyHOamenitianno? ilapaseneiiuiteoa peuietke. W3 nerHumuje TprBMjanHo
je ma je 3a neno6pojHy pelIeTKy Ta 3ampeMiHa jefHaKa 1, 1a OfaTIie i Clenu
criellfjajiaH cIy4aj KOji cMO OBJie TOKa3aJu.

2.4 Jom Heka cBOjcTBA [[eI00POjHE KBaAPaTHE peleTKe

Teopema 2.6. Y yea06pojHy keadpailiny peuteilixy 00 UpasuiHux MHOZ0Y-
2n06a mMo2Zyhe je yilucaiiiu camo ipasunan 4eitleopoyzao.

Hoxa3z 1. Tlocmarpajmo Heko . € N 3a Koje je Moryhe KOHCTpyucaTu
OBakaB n-Toyrao. Kako MHOTOYIJIOBE YIHCYjeMO y KBa[paTHY PEUIETKY,
CKyIl AyKWHA CTpaHHMIA je mpeGpojuB, Ma MOXEMO YOUHTH TPaBWIaH 7-
TOYrao HajMarbe TOBPIINHE KOjHU ce MOXKe YIUCATH Y KBaJpaTHY PEIIETKY,
Hekaje 1o A1 Ay ... A,

Oszraunmo ca O KOOPJIMHATHH NIOYETAK, U Heka je Bj, i € {1,2,...,n}

nepunncano kao OB; = A;A;11, A1 = Ay, Tlpumernmo fia, Kako
cy O, A;, A; 11 TeMeHa perieTke, To Mopa outu u B;, na je B1Bs ... B,
Takobe ynucan y peuietky. lllTa Buiiie, OH je mpaBuiIaH 3aTO LITO €Y YIJIOBH
£BiOBiy1m LA;A; 1A 2 cymnemenTHru. Kako je u3 geduHncaHOCTH
AiAH—I S BiBi—l—la nMamMo Ja je Az’Ai+1 S 2AiAi+1 sin %, na je n S
6, uMMe CMO 110Ka3ajH j1a 3a CBE IIPaBUIIHE MHOTOYIJIOBE €a 7 WJIM BHUILE
CTpaHu1a OBAKBO YIICHBahE HUje MOTYhe.

[Mocmatpajmo cafja n < 6. M3 aHanutnuke opMyne 3a TEXHUIITE
BHUIIMO J1a CY KOOPAKMHATE LIEHTPA OBOT MPABUIHOT MHOTOYTJIa PAL[OHATHE,
Ta XOMOTETH]jOM OBOT MHOTOYTJIa Ca HEKUM LEeT0OPOjHAM KOehHI]jeHTOM
no0ujamMo MpaBUiiaH MHOTOYrao YIMCaH y PEUIeTKY YMji LEHTap Takobe
nMa 1enobpojue kKooppuaate. Caja, ako pOTHpaMO OBaj MHOTOYTao OKO
HETOBOT IIEHTPA PEIOM 3a YIJIOBE 5, T U 37” no6uheMo HOBe Tauke, Koje
he W3 LeHTpalHe cUMETpHje OKO LEeHTpa Takohe OUTU LenoOpojHe U 3a-
jeMHO ca TIOUYeTHUM TaykamMa YMHUTU HEKW HOBU MPABWIAH MHOTOyao. Y
CIy4ajy MpaBUJIHOT TPOYTJia u mecroyria umahemo 12 tavaka, a y ciaydajy
npasmiHor neroyriaa 20 Tavyaka, a u3 NPETXOHOT fIejla OBAKBY IIPABUIIHK
MHOTOYIJI0BH He moctoje. Ca Apyre cTpase, 3a MpaBUllaH YETBOPOYrao
nMahemo camo 4 Tauke.

Kako 3a kBagpaT mocroju npumep ca Temennma y (0, 1), (1,1), (1,0)
u (0, 0), oBUME CMO NOKA3a/IH J1a C€ OJf CBUX PABMIIHIX MHOTOYIJIOBA CAMO
KBaj[paT MOXe YIUCATH Y KBaj[paTHY 1{el100pOjHY PELIETKY. U
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Hoxkaz 2. Onert, nocmatpajmMo Heko n € N 3a Koje je Moryhe KoHCTpyncaTh
oBakas n-toyrao. M3 Ilukose Teopeme uMaMmo Jja je Hherosa NOBpLIKHA
S(P) =u(P)+ 3v(P)—1,maje25(P) € N. Capnpyre crpane, 3Hamo0 a
je MOBPILIMHA IPABUIHOT N-TOYIJIa CTPAHULIE IY>KUHE L jeTHaKa %nL2 ctg ~,
1a U3 CBera HaBEIEHOT MMaMo la ctg = Mopa Outu pauronanad. Caja Huje
TELIKO M3BECTH Jla j€ OBO MOT'yhe jeilHo 3a . = 4, OTHOCHO caMo KBajipat
Ce MOXKE YIIUCATH Y 1IEJ00POjHY KBaIpaTHY PEUICTKY. U

[IpBu MaTemaruuap Koju je IpEMETHO HEKE KIlace MHOTOYIIOBa KOje
MOpajy cajipskatu Oap jefHy 1eI00pOjHy TauKy y yHyTpammhoctu je J. P.
ApkuHiitan. OBe HABOIMMO HEKE Off BeTOBUX Pe3y/ATaTa.

Cras 2.1. Kousexcan ilipaiie3 yilucan y ueao06pojHy Keaopailiny peueiixy
MOopa caopxcailiu bap jeoHy ueaobpojHy WauKy y c60joj YHYIPAuLbOCHiU.

Hoxa3s oBor cTaBa hemo IPecKOYnTH, 3aTO IITO j¢ WICJHO CITMYaH I0Ka3y
cnepeher TBphema.

CraB2.2. Kongekxcan iieitioyzao yiucan y yeao0pojHy KeaopaiiHy peueiiixy
MOpa caopxcaiiiu 6ap jeory ueaobpojHy WHaKy y c80jo] YHYMIPAULHHOCHIL.

[oka3s. Heka je konsekcad neroyrao ABC D E ynucaH y petuetky. 36up
HCTOBUX YVHYTPAUIBUX YIJIOBa je 37, na je 30Mp mapoBa y3acTOIHUX YH-
yTpalmKx yriaosa jefHak 67. To 3Haum fa je 30Mp HEKa JiBa cycejHa
yrna Behu og m. Heka je 6e3 ry6mema Ha ommroctd ZA + /B > .
Takobe, Heka je Ge3 ry6ibemba Ha omuroct d( E, AB) > d(C, AB). Ako
KoHcTpymiiemo napanenorpam A BC' X, jacHo je ma he Tauka X 6utH memo-
opojua. W3 nperxosHo HaBeneHor umamo ja je LBAX < /BAE, a
kakoje d(E, AB) > d(C, AB), 3akimbydyjemMo fia je Tauka X yHyTap OBOT
METOYIIa, a KAKO je OHa L[en00pojHa TBPhEwE je JOKa3aHO. U

Teopema 2.7 (CkoroBa rpanniia). 3a KOH8EKCAH MHOZOYZA0 YIUCAH Y Ueao-
6pojny keaopaitiny peuteitiky saxcu v(P) < 2u(P) + 7. Axo P uma suue
00 tipu twemena, saxcu v(P) < 2u(P) + 6.

3060r OMMAPHOCTH ¥ KOMITMKOBAHOCTH [TOKa3a OJIITYYMJIA CMO [IaTa OBJIC
HE HaBOAUMO. Je[JaH Ol HAUMHA j€ J]a & MHOTOYI'ao YIIULIE Y IPABOYTAOHUK 1
Jla ce pa3MaTpa HU3 cilydajeBano Opojy TEMEHA Ha CTPaHULlaMa IPaBOYraOHH-
Ka, a IPyru je uHayKuuja mo u(P), ¢ TaM mro Ga3Hd CIyvaj YOIITe Hije
TpUBHjaJIaH.

Crag 2.3 (Konmanosa nema). Hexa je ABC D E koneekcan tieitioyzao yii-
ucan y yeaobpojry keaopaitiny pewteitixy. Axo NACE Hema ueaobpojuux
wavaxa y yHywpawrsociiu, onoa oyxu AC uau C'E cadpxe ueaobpo-
JHy Wauky y yHympauwrsociiu. Cieyujaaro, ako AE cadpxcu yeaobpojry
mauky y ce0joj yHyiuipawrsociiu, oHoa iephere saxcu u 3a AC usa CE.
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Mlokas. Hexa je X uBop pemerke y Tpoyriny AABC HajonmKu cTpaHUIH
AC (ako we nocroju, y3umamo X = B). Awuanoruo 3a AC DFE u crpan-
uity C'E nedpunnniemo tauky Y. W3 konsekcHoctn neroyria ABCDFE
uMamo fia je Kousekcal u neroyrao AXCY E, na Ha OCHOBY jefIHOT Off
NPETXOAHO HAaBEeEeHNX IPAMEPA 3aKIbYUYjeMO 1a OH Cafp>KH jelHY TaUKy Y
CB0jOj yHyTpalwhocTi. M3 nedunucanocta X u Y 3aKkbydyjeMo a Hema
uesoopojuux Tadaka y AAC' X n ACY E, a kako u3 ycjioBa 3ajjaTka 1esio-
OpojHe Tauke Hema HM y yHyTpaimoctn AACE, 3akibydyjeMo jia Mopa
nocTojaty neobpojaa Tauka Ha Hekoj o ayxku AC n CE.

Jokaxumo cafa pyru feo TBphemwa, u Heka je P 1eno0pojHa Tauka y
yayTpammmoctd AE. bes rybbema Ha ONMIITOCTH, HEKa je cafa X Tauka
Koja ce Haja3u Ha AC, a tauky Y jeuHHUIIEMO Ka0 Majlo 1pe, OHOCHO
Kao 1es100pojHy Tauky yuyrap tpoyria AC' D F koja je Hajomika CTpaHuUIH
C'E (ako TakBa Tauka He nocroju, y3ehemo Y = D). Kako je neroyrao
ABC DFE konBekcat, To Mopa 6uth 1 neroyrao C' X PEY | ma Ha ciiadan
HAYMH K20 Y MPBOM Iy JOKa3a 3aKJbYUyjeMo fla MOpa IIOCTOjaTh LeTo6po-
jHa Tauka u yHyTap crpanmnne C'E, anMe je moKa3 3aBpIIeH. U
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3 IloauTonu u pemeTke y NpOCTOPMMA JUMEH3Hja
Behnx o 2

HaxkoH 1mTo cMo ce yrio3Hauy ca pa3HUM CBOjCTBIMAa MHOTOYIJIOBA YIMCAHUX
y 1eT06pOjHY KBaJIpaTHY PEIIETKY, IOTUIHO j€ TIOCTABATH TATAHE [1A JTH CE
HEKO Off THX TBphera MOKe YONIITHTH 1 Ha BULLE AUMEH3Hje, Kao U IITa 01
6no nangam 3a MHoroyrao y R”, n > 2. Hagenu cMo yomnuremwe Teopeme
MuHkoBcKor, 0K je, Ha npumep, nokaszaHo ja ce [IukoBa Teopema He
MOKe YOIIIITATH Ha CYKITUICKA TIPOCTOP TPON3BOIbHE uMeH3rje. MehyTum,
MOCTOjU HU3 IPYTUX TeopeMa Koje ce 6aBe oBmM mpodiemMoM. Mu osnie
NPECTaBbaMO HEKE Off bUX, aJIH 3a IOYETaK YBOLUMO HEOIXOAHE TEPMUHE.

[NoamTon HKje nako feuHUCaATH, U HOCcToje MHOTe AeduHuumje. Cae je
nouerno of JIynsura llnacdmanja, mBajuapckor MaTeMaTnyapa Koju je pekao
na je rauka 0-iloauitioil, npasa I -iloauitioi, paBaH 2-ioAuitioi, a n-uoauiioi
j€ MpUPOJIHK HacTaBak OBOT HU3a. MehyTuM, KOHBEKCHU MOJUTOII j&€ MHOTO
nakue aedpuHucaTi. Kaxo he jequHo o u OuTH peMeT HaLleT U3y4aBama,
npeckauyeMo AeUHULH]Y MOTUTOMNA.

Medununuja 3.1. Xuiieppasan H je iiotuiipocitiop eexitiopcko? ipocitiopa
V, iwaxas oa axo cy n u p sexitiopu uz V, saxu H = {y|n - (y — p) = 0}.

Jednnunuja 3.2. Koneexcnu uoauiuou je cxyii iiawaxa y R™ uuje cy koop-
OuHailie peuterba CUCILieMA jeOHA4UHA

mx < b,

20e je m peaana maiipuya oumensuja s X n, a b ipeociiasma s 8exkiiop ca
PeastHUM KOOPOUHATIAMA.

JacHo je ma oBa fiecpuHMIIM]a IpEfICTaBIba MPECEK S CKYIOBA, TTIE j€ CBaKU
CKYI 3ampaBO CKYyI TauyakKa ca WMCTe CTpaHe jefHe XWIeppaBHH ofpeheHe
ofiroBapajyhoM jemHaumHOM y cucteMy. Takobe, KOHBEKCaH IOTUTON Ce
Moxe fehrHucaTH Ha Beh MO3HAT HAa4mH, TO jecT 3a JaT CKyN BeKTOpa
{v1,v9, ..., Vs} KOHBEKCAH MOJIATON IC(HMHHUIEMO KAO

P:{)\1U1+)\2U2+'+)\SUS|>\Z'ZO,)\1+)\2+'+)\321}.

Hepunmmuja 3.3. Jumensuja iioauitioiia P Oegpunuute ce kao oumen3uja
Hajmarez aghuro? ipocitiopa koju caopxcu P. Axo je oumenauja iioauitioiia
d, auwemo dim P = d.

N3 necdununmje nuMeHsuje ouuTo je aa noauron y R™ He Mopa umatu
mumensnjy d, Beh camo mopa Baxkutu dim P < n.

Hedunmmuja 3.4. Cuipana xousexcHo? doauilionia Upeociliasma ipecex
XuileppasHu Koja oopebyje oAuilioil u camoz ioauiloiia.

13



Ounro, ¥ cTpaHa UMa CBOjY IMEH3H]Y, a Y 3aBUCHOCTH Off T€ AUMEH3HjE
YBOJIUMO OLII /IBa TEPMUHA.

Hednnmmuja 3.5. Heuya uau cuupanuya xonsexcro? ioauitioiia je ciupana
iloauitioiia Oumensuje 1.

Hedunmmuja 3.6. Teme xoneexcHoZ foauitioia je cilipana doauitioa ou-
menzuje .

Hedunmmuja 3.7. Axo doauitioii P uma oumensujy d, 3a weza kaxcemo 0d je
d-tioauitiod.

Huje Temko nokaszatu ga d-nonuron mopa umartu 6ap d + 1 temeHa.
Kongexcan d-noamTor Koju uMa TavHo d + 1 TeMeHa Ha3mBa ce d-cumiinexc.
Crienujanmuo, citianoapoHu n-cumiiiexc NeuHATIEMO Kao
A = conv{0,ey,e9,... e}

° ——e

A0 Al A2

Cnuka 4. CuMIniekcu

Jom jenad cnenuuyaH NOMAUTOII j€ jeOUHUUHA KOUKA. JENUHAYHY KOLKY
negunniemo kao [ = conv{x € R"|x € +1"}. Hanokos, opitioiiaexc
nedunniemo kao » = conv{te;, teq,...,te,}, tmecy ey, €q, ..., €,
JEIMHIYHI BEKTOPH.

mE 02 0° o4

Cnuxka 5. Kouke

3.1 [IlpedpojaBamenen00pojHAX TAYAKA Y KOHBEKCHAM I10JIH-
TONHMA

[TpoGnem npebpojaBama YBOPOBA 1ENOOPOJHE PEIIETKE Y KOHBEKCHOM 71~
MOJIUTOITY 3HATHO j€ KOMIUIMKOBAHM]| HETO IIITO je TO OUO ciyvaj KOji MHO-
rOyriaoBa. Y OMNIUTEM CIy4ajy, HUje MOryhe MOHETH 3aK/by4Ke O HEKUM
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Cnuka 6. Opromiekcn

ocoOMHaMa MOJIUTOMA CaMO Ha OCHOBY Opoja YBOPOBA Y HEMY, Kao IIITO je
6mo cnyuaj y paBHu (Ha npumMep, nomohy [TnKkoBe Teopeme IaKo cMO MOTJIH
M3pavyHaTH NOBPIIMHY MHOTOYI1a, MebyTHM, 0Baj Opoj HaM HHje TOBOJbaH
f1a GUCMO OIPE/IUIIN 3AMPEMHUHY 1-TIOJIUTONA).

MebytuMm, ppaniyckn matematuuap Eyren Epxapt je foiao Ha jefiy
npyry uaejy. CBecraH 3Hauaja OBOT MOAATKa, OH j€ TI0JIa3H| TOJIATOTI TPBO
TPAHCIAMPAO TAKO fa My KOOPAMHATHU MOYETaK MOCTAaHE TeMe, a 3aTUM
MOCMaTpao MNOMUTOMNE Koje A0OUjaMO XOMOTETHIHUM MPECTUKABAKEM JI0-
OWjeHor MOJUTONA Y ONHOCY Ha KOOPAWHATHH MOYETaK, ca Nel00pojHAM
KoeduijeHTIMa XOMOTeTHje. 3aKJbyuno je J1a ce MHOTE OCOOMHE TOJH-
TOIA MOTY U3pa3uTH y (PyHKIMjU off Opoja 1eao0pojHUX YBOPOBA YHYTap
CBUX 100UjEeHHX NONUTOIA, IIITO j€ YIPAaBO Ufeja OBE TEOPH]E.

EpxaproBa Teopuja je TPEHYTHO NOMYJIapHa U BeOMa H3y4aBaHa 00IacT.
['oToBO CBH pe3ynTaTH 3aXTeBajy 3HaUajaH TEOPUjCKH YBOMA M MpeA3HabEe
13 ofrosapajyhux obaacti, Tako jja heMo ce MU y OBOM pajy 3ajip:KaTh
caMo Ha OCHOBHHM WJIejaMa ¥ TEPMUHNMA OBE TECOPH]je, Ka0 1 Ha HEKOIMKO
HajjeIHOCTABHUjUX IPAMEPA.

Hedpunnmuja3.8. 3aiiocmaiipanuiioauition Py R"™, wezoay t-ouaamiayujy,
00HOCHO t P, 0ehunuuemo xao

tP = {(thl,tﬂfg,...,thn)K[El,ZEQ,...,$n) € P}

Nedmnunuja 3.9. 3a oaiti itoauitioii P yiiucan y yeaobpojuy peuteiticy 72" u
HeHezattiusar yeo 06poj t, ca L p(t) osnavasakemo 6poj usoposa peuteitike y
tP, 00OHOCHO

Lp(t) = #(tP N Z").

Mpamep 3.1. Uspauynajmo Ln(t). Kaxo je O = conv{zx € R"|x €
1" ={zr e R -1 < z-¢ < 1,1 <i < n}, saxwyuyjemo oOa je
t0={x eR"| —t <z-e; <t 1 <i<n} Odailiae je lpusujasro 0a
je Lo(t) = (2t + 1)™
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Hpumep 3.2. Cauuno, 3a opitioiiaexc y = {x € R"| D" | |x - e;| < 1}je
tO ={x e R"|Y ", |z e] <t} Ooasde sudumo oa ce ipobaem c600u
Ha Haaaxcerbe 6poja yeaoOpojHUX peuiera HejeOraqure || + |xa| + - - - +
|z,| < t. Osaj 6poj nuje fiewro nahu, jep axo 6poj oHux i-08a 3a Koje je
x; > 0 u o3nauumo 2a ca j, Huje itleuiko iipumeitiuitiu 0a je 6poj peuterba
JeOHauume 3a puxcHo j 3ailpaso (t+2—j ) (36up n ipupoonux 6pojesa He cme
Ouitiu sehu 00t +mn — j, la pactiopehyjemo n tipezpada Hat +n — j mecitia).

U3 ceeza HasedeHOZ 3akmyuyjeso Lo (t) = D0, (?) (.

Ipumep 3.3. 3a ciianoaponu n-cumiinexc eaxcu

A = conv{0,eq,e,...,6,} ={z € Rz xe; >0,  xxe; <1},
dajetN = {r € R"x xe; >0, " & xe <t} Cada ceipobaen
€800U Ha Haaaxcerwe Opoja peuterba HejeOHauUHe T1 + To + - -+ + x, <,
WO ce MOdce UPAYYHAIU CAUYHO KAO Y UPeiliXOOHOM Upumepy, iia je

La(t) = (7).

Teopema 3.1 (EpxaproBa Teopema). Axo je P C R" d-tioauitioii yiiucan y
ueao6pojry peuteitixy oozosapajyhe oumensuje, u ako HOCMAMPAMO HOAU-
iwioil t P 3a nexo nenezaitiusno yeao t, Lp(t) ce moxce iipedciiasuitiu Kao
fdoaurom citieiiena d o t, o0HocHo Lp(t) = co + cit + -+ - + cqt?. Osaj
iioaurom Hasusa ce Epxapiuoeum woaunomom iioauitioiia P 3a yeo Henez-
aiuusar 6poj t.

Hoka3 ose TeopeMe je Beoma 3axrTeBaH. IIpe Hero mito npehemo Ha
HEra, JOKAXKAMO JefIHY JIEMY:

Jdema 3.1. Heka je f : Z>o — C, u d Henezaiiusan yeo 6poj. Taoa cy
caeoeha iispherva ex8uUBaNeHIIHA:

1. 3aceet > 0, 0H (=) R (U f(t + k) =0,

2. Hocitioju itoaunon citieitena < d Koju y3uma uciiie 8peOHOCHIU KAO
f(t) y ceum nenezaitiusnum yeaum mavxama.

Hoxas. Tephemwe mokasyjemo uHgykuujoM 1o d. Ako je d = 0, TBpbemwe
je ounrto tpumjamuo (f(t + 1) — f(t) = 0y nenoOpojuum Taukama).
[pernocraBumo fia je d > 0, u na TBphemwe Baxkn 3a d — 1.

[MpernocraBumo j1a Baxkw fipyra craBka. Heka je g(t) = f(t + 1) — f(¢)
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HOJIMHOM cTeleHa d — 1, 1 Ha OCHOBY HHIYKTUBHC XUIIOTE3C BAXKU:

- dii(—l)“+1 (k i 1> flt+k)+ Xd:(—l)““ <Z)f(t +k)

= A1)+ (—D) )+ 3 (—1)i (dz 1) FE+R)

_ di(_ud—’f“ (dz 1) Ft+ k).

k=0

3afpyra cMep, IPeTIOCTABIMO 1 BaXKH IPBa cTaBKa. CITHYHO KA0 MAJIOTIpE,
BugnMo fa dyrkmja g(t) = f(t + 1) — f(¢) 3agoBobaBa mpBH YCIOB
(caga cmo rnegamm d — 1 ymecro d, ocratak m3Bohemwa je ucru), 1na Ha
OCHOBY WHJIYKTUBHE XHUIOTE3¢ 3aK/by4yjeMO JIa IIOCTOj! TIOJMHOM CTEICHA
< d — 1 xoju ce noknana ca g(t) y cum neno0pojunm taukama. Kaxko je
flt+1) = f(t) + g(t), a uHAYKIKjOM TPUBHjATHO IOKA3YjEMO /1A je OHfa
ft+1) = f(0)+ 3 ;_, g(k), Bumamo nau3a f(t) mocroju ofroapajyhm
MOJIMHOM, 114 j€ IOBOJBHO TOKA3aTH i j€ CTeNeH Tor nojimHomMa < d. AKO
pasoujeMo MPETXOHO HABE/ICHY CYMY Ha MOHOME, BH[IIMO JIa CC 3ajiaTak
CBOJIV Ha JTOKA3WBAE /1A je ZZ:O k" momuHOM 1 + 1-BOT CTENEHa. ]
Bpatumo ce cama Ha oka3 Epxaprose teopeme. [Tokazahemo fia je 3a cBe
t>0

Lo(t+d+1) i( 1)H(d+ 1>L (t+k)
P = - P :
k=0 k

Ha ocHoBy mperxojise neme Tume 6ucMo rokasann jfa je Lp(t) 3ampaso
TTOJIMHOM TI0 . AKO M3BPIIMMO TPHAHTYIIALH]Y OIATONA P Ha CHMILIEKCE,
NPUMEHOM MPUHIMNA YKIbYyUewa-UcKibyuewa Lp(t) mocraje cyMma momu-
HOMa ca ofroBapajyhuM 3HamuMa, makie DOTHHOM, Ia 6e3 ryOibema Ha
OMIITOCTH MOXEMO NPETIIOCTABKMTH Jia je P cummiexc.

Heka cy {vg, vy, . .., v4} Temena P u t (pvkcan HeHEraTUBaH 1o Opoj.
3a cBako Teme v; meurmmemo Q); = (t + d)P + v;. Tedunummmo n
Q = |, Qi. IpBo, moxkaxmmo fa je () = (t + d + 1)P. Jacau je cMep
Q) C P.Kaxkoje (t+d+1)P = {ijo a;vi|la; >0, Z?:o a; =t+d+1},
34 CBAKO D = AoV + a1v1 + - + aqvg € (a+ d+ 1) P Mopa moctojatit HEKO
J TakBo fa je a; > 1 (OBIe KOPHCTUMO MPETIOCTaBKY fia je P CHMILIeKc).
HNakne, p € Qj,majeup € (Q, u3 yera 3akmpyuyjemo P C (). KonauHo,
nokasajm cMo fia je P = Q).
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Ca mpyre ctpane, mpe6pojMo TemoOpojHe Tauke YHyTap ().

Q]:<t+d)P+Uj

d d
= {Uj + Z(t—i—d)civﬂci > O,Zci = 1}
=0 =0
d d
= {Zaivﬂai > lakoi € I,Zai :t+d—|—1}.

i=0 i=0
Kakojesacsako [ C D, D :={0,1,...,d},

d d
ﬂQi: {vaﬁai > 1aKoi€I,Zai:t+d+1} =

i€l i=1 1=0

(t+d+1—#DP+> v

el
NPUHIATIIOM YKIbYUeHa-NCKIbYUeHha 3aKIbyuy]jeMO:
d+1
#QNZ) =) (-0 > #(@inz)
k=1 ICD#I=k  iel
d+1
d+1
= —1)k+1 Lp(t+d+1—k
> (=) (d+1—k> plt+d+1-F)

k=1
d+1

::0(—1)“( N )Lp(t+k).

Haxie, mokazanm cMo TBpheme ca IoueTKa okasa, ma Mo TUMe TOKa3ali 1
naje Lp(t) momuroM 1o ¢ crenena < d. [lakie, OTpeGHO je jOII JOKa3aTH
1l je CTeNeH NOIMHOMA TauHo d. MoXkeMO NPeTHOCTaBUTH A je JETHO TeMe
IOJIUTONA KOOPIMHATHA MOYETaK (TpaHCIuMpamo ra no norpedu). Kako je
P d-nomuromn, merosa TeMeHa vy, vs, . . ., Ug CY JIMHEAPHO HE3aBHUCHA. 3a
npupopHe opojene ki, ko, . . ., kg < t,Tauke kv, + - + kgvg cy CBe yHYTaAp
dtP N Z", u cBe OHe cy pa3au4uTe 3a pa3nuuute uzdope k-opa. [lakie,
Lp(dt) > t¢, ma nocMaTpameM NOBOJBHO BEMHKOT  3aKIbydyjeMo fia je
CTeneH nojmHoMa 6ap d, OJHOCHO Jia U3 MPETXOHOT Mopa OUTU TauHo d.
Osnme je EpxaproBa Teopema okaszana. U

WnTepecanTHO je ga 6u cimaHO TBphHeme BAXKMWIO W aKO TIOCMATPaHH
IOJMUTON HE OM OUO YNHUCaH y PELIETKY, Beh je TOBOJBHO [ia My CBE KOOp-
nuHaTe Gyny paumoHanuu 6pojeu. Tama, mebytum, Lp(t) nocraje kBasu-
MOJIMHOM TIO ¢, OTHOCHO yMecTo KoeduumjeHara ¢;, 1 < ¢ < n, IMaMo
nepuopnuse pyukuuje ¢;(t), ¢; : Q — Z. Mebyrum, y oBom pajy he Hac
3aHMMAaTHU UCKIbYUMBO 11e00POjJHH TIOJIUTOIH, TAKO Jla c€ Ha OBOME HeheMo
3a/]pXKaBaTH.
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3.2 IuckpeTHa H HeNMPEKHIHA 3aNPEMHUHA MOJUTONA

Ospe hemo mpefcTaBuUTU Kpajie HehopManHy JehMHULN]Y 3alpeMuHe
IIOJIUTOIIA, KOja j€ Kao 110jaM MIIak MHTYUTHBHO jacHa.

Hedununuja 3.10. 3aiipemuna tioauitioiia degpunuuie ce Kao HeHe2aliuBaH
peaaan 6poj vol(P) = [,dV.

OBo ce MO3Ke 3aMUCITATH Ka0 TTONMYH>aBaK:C TIOIMTOIA MATIM d-KOI[Kama
CTpaHHLE 7, /€ je 3aIPEMIHA OBAKBE KOLIKE 77. Kako CMarbyjeMo cTpannLy
KOIIKe, 0BO MOKEMO 3aMHCIATH H Ka0 padyHatbe # (PN (7)) I MHOXeHbe
TOr Gpoja ca3apeMIHOM jefiHe Kotke. [lakie, onasfe BUguMo 1a ou cieieha
neuHuIM]a 3apeMUHE oIuTona O11a €EKBUBAJICHTHA OHOj HaMa [TO3HATO).

Nedunumuja 3.11. 3aiipemunra d-itoauitioila P C R" je nenezaitiugan pe-
aaar 6poj vol(P) = limy_, o0 2 #(P N (FZ)").

Hepunnmuja 3.12. PeaaitiusHa 3aiipemunra d-ioauitioiia P C R" je nenez-
atmiusan peaaan 6poj relvol P = lim;_, | o td%l#(tP NZ").

Teopema 3.2. Hexa je P C R" d-iioauitioii, Z yeaobpojua peweitixa, u
nexa je Lp(t) = co + cit + - + ¢4t Epxapitios fioaurom ioauitioia P.
Taoa saxcu:

1. ¢g = vol(P).

2. Cq1 = % > p relvol(F), 20e ce eputu cymuparse iio citipanama F
ioauitioiia P.

3. Co = 1.
Jlokas. Kako Baxxn

1 1
wl(P) = lim Z#(P0 (GZ)")

= lim #(tPNZ")

t——+o0

= lim Lp(t),

t—+o00

alimy ,, Lp(t) = cq,npBacraskajenokasana. Kakojel = Lp(0) = ¢,
u Tpeha craBka je joka3aHa, ok hemo jjoka3 ipyre cTaBKe HABECTH KacHU)E.
OJ

Yecro ce ymecro EpxaproBor nmonuaoMa kopucta 1 EpxaprtoB pern, a
MM Ce TOCMATPambeM Takohe MOTY IOOUTH HaBEEeHN Pe3yITaTH.

Nedmnumuja 3.13. Epxapitios peo 3a oaiuu ioauitiois P C R"™ depunue
cexao Ehrp(z) = 1+ 3% Lp(t)a'.
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Ipumep 3.4. 3a citianoaponu n-cumiinexc je

+o00
t+n 1
EhrA(x)zl—FZ( i >xt:m.

t=1

3.3 Epxapr-MeknoHaiioB peuunpouuTeT

Hepunnmuja 3.14. Hexa je P C R" iioauitioi. Axo je P oOegunucan
ilomohy Husza Hejeonaxociiu mxr < b, waoa ca P° Oeunuuiemo rve-
208y YHYIIpauiOClll, 0OHOCHO c8e tiaduke © € P 3a koje ce HU y jeOHO]
00 HaBeOeHUX HejeOHaKoCiiu He Oociiuxce jeOHakocill. Jleghunuuiemo u
Lpe(t) = #(P° NZ") Epxapitios toaunom u oozosapajyhu Epxapitios
ped Ehrpo(z) = 1+ 3% Lpo (t)a'.

Teopema 3.3. (Epxapiu-Mexoonaaoos peyuiipoyuitieiti) Axo je P C R"
HoaAuou, saxcu
Lpa(t) = (~1)"Lp(~1)

1
Ehrp(=) = (=)' Ehrpo(x).
X
300r nyknHE ¥ KOMIUIEKCHOCTH JOKa3a, OBfie heMo ra mpecKOunTH.
[Tomohy oBor TBphewa MOxKeMO JoKa3aTh u Apyry craBky y Teopemu 3.2.

Hanme , dKO IIPUMETUMO

Z vol(F') = relvol(P) — relvol(P°)

F
. 1 n . 1 o ~ 7m
- tlzgloo td__l#(tp nz ) B tl}-irpoo td__l#(tp nz )
. 1
=, lim td_—l(LP(t) — (=1)?Lp(-t))

: 1 _ _
=2t et )

= 2Cd—1 )

BUJIMMO /12 TBpheHE ofiMax CIe/Iu.
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4 ®pobGennycoB mpodem

Y yBOAY CMO PEKJIF [la C€ MHOTH POOIeMH MOTY MHTEpIpEeTUpaTH HoMohy
eneMeHara enobpojae pemerke. OBfe /1ajeMo jeflaH TakaB NpuUMeEp Ha
pemaBamy Ppodennycopor mpodaema (wm [Ipobiaema Hopunha). Haserrhemo
TBpheme PpobernycoBor mpobaema y ONIITEM CITy4ajy:

HMepunmuja 4.1. Hexaje A = {ay, as, . .., a,} ckyil ipupodnux 6pojesa,
u Hexa je m € N. Taoa 3a 6poj m kaxemo 0a ce moxce peiipe3eHiiosaiiu
ilomohy eaemeHaiia ckyila A axo iocilioje HeHezZaillugHU yeau 6pojesu Ty,
Xo,. .., Ty WAKEU Oa e M = T1G1 + Toao + - - + Tpay, U liada ce 08aj
u3pas Hasuea peupesenidayujom opoja m uomohy opojeea uz A.

Teopema 4.1 (PpobGennycos npodiem). Jaiti je ckyii A = {ay, ag, ..., a,}
apupoouux 6pojesa, maxeux oa je NZD(ay,as,...,a,) = 1. Ako je
R(A) ckyii ceux tipupodnux 6pojesa koju ce moZy peiipeseHitiosaitiu iomohy
6pojesaus A, wadaiociwiojug(ay, as, . . . ,a,) = max{m|m € Z\R(A)}.
Osaj 6poj nazusamo Ppobdenuycosum dpojem ckyita A, a cam ckyii A ckyuwom
Zenepauopa.

HMedunnuuja 4.2, 3a ckyi zenepaitiopa A = {ay, as, -, a, } u Hexu dpupo-
oan 6poj k ¢pynxyujy pa : N — N U {0} degpunuweno xao

pa(k) = #{(z1,29,...,2,) € Z"|(Vi)x; > 0,21 + 20+ -+ 2, = k}.

Waxko Huje TelKo NoKa3aTu ia 0Baj 6poj HOCTOju, TOKA3aHO € 1a He MOC-
Toju oniITa hopmyna 3a pauyHawe OpobdennycoBor 6poja 3a ukcan 6poj
reHepatopa n > 3. [locToju MeTofa Koja KOPUCTH reHepaTopHe (pyHKIHje
u omohy koje ce (uecTo camo y3 nomoh pauyHapa) MOXKE Of[pe/IUTH 3a late
reHepaTope.

Ogpie hemo oka3aT jeHy 3aHUMJBUBY MHTEPIIPETAIN]y OBOT IpOOIeMa
noMohy peuieTkd, Kao U peliewhe npodieMa U joll HeKa Jierma CBOjcTBa
3an = 2. Ha kpajy, gajeMo ¥ HajIO3HATHjH AOKA3 caMor mpobiema 3a
IPOM3BOJLHO 7.

4.1 Teomerpujcku npucTyn

Hekaje A = {a,as,...,a,}, NZD(ay,as,...,a,), a; > 1 cKym rex-
epaTtopa (aKo je HeKO a; = 1, OYATO MOCTOjU PeNpe3eHTalHja 3a CBAKH
npupopas 6poj). [Tocmarpajmo cnepehu ckym:

P = {(J;17'T27 e wrn) € Rn|$1al + oo + -+ Tpay, = 1}

JacHo je na je oBaj ckyn jemad nosmton. Kako je 3a HEKO NpUPONHO K,
pa(k) = #{(x1,29,...,2,) € Z"|(Vi)x; > 0,21 + 9 + - + 2, = k},
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BHUIIMO J1a je

pa(k) 3anpaso 6poj usoposa pemierke R” y mosurony k P, OIHOCHO Baxu
pa(k) = Lp(k). Hakme, oBume cmo nosesamu Ppobenmyco 6poj 3a
IPOM3BOJLHU CKYII TeHepaTopa ca EpxaproBoM Teopujom. Tako 3a gaT ckyn
reHepaTtopa npedpojaBambeM eJ0OpPOjHAX YBOPOBA Y ofipeheHOM MOIUTOIY
MOKEMO OJIPENTUTH Ja JIU Ce Taj 6pOj MOKe PENPEe3eHTOBATH WM He. YTIPaBO
OBOM METOJIOM Cy I00MjeHa pelieka mpoodiema 3a ofpehene kinace ckynosa
reHepaTopa, MTOo ce CTaHapHAM METO/laMa 3a penraBame AunodanTckux
jemMHauYnHA HE MOXKE YPaJIATH.

4.2 ®poodennycoB 0poj 3a ABa renepaTopa

[Momro cmo Beh ciomMeHy 1 0Baj Tpo6JIeM, HABOAKMMO U HAJIO3HATH]€ PE3YJI-
tate 3an = 2. Oba pesynara ce npunucyjy Cunsecrepy.

Teopema 4.2. Heka cy a u b yaajamno iipocitiu iippupooHu 6pojesu. Taoa
sancu g(a,b) = ab — a — b (ciieyujaano, axo je nexu 00 osux 6pojesa
—1 dobujamo g(a,b) = —1, witio 3Hauu da cy ceéu ApupodHu Opojesu
pelipe3eHilailiueHIUL).

[Hoxas. Kako je NZD(a,b) = 1, ceaku npupopas 6poj ¢ MOXKe ce peji-
craBuTh Kao ¢ = za + yb, x, y € Z. Takohe, npumeTnmo fa, ako je
0 <z < b— 1, 0BoTIpeAcTaBbambe MOPa OUTH j€TUHCTBEHO (OBO j€ MOTIYH
CICTEM OcTaTaka Mo MOAYJIy b, ma He MOTY TOCTOjaTH [1Ba OBAaKBa Mpe.-
craBibama). [lakie, 3a cBak 1eo Opoj ¢ MOCToje T, Y € 7 TaKBH fia BaXKn
c=xza+yb,0 <x<b-—1.

ITpumernmo cafa fja O6poj HUje penpe3eHTaTHBaH ako U caMo ako Y
nocnenmbeM npefcraBbamy Baxu y < 0. Kako cy a u b npupopau 6pojesw,
OflaBJie cTeNu fa je Hajpehu Opoj KOju HUje peNpe3eHTaTUBAH 3aPaBO

g(a,b) =(b—-1)a+ (-1)b =ab—a -1,
IITO je ¥ Tpebano f0Ka3aTH. U

Teopema 4.3 (Cunsecrepoa Teopema). 3a ckyil 2enepaitiopa A = (a, b),
20e ¢y a u b yaajamno iipocitiu iipupoonu b6pojesu, ia4uto ifoaa 00 bpojesa
uscxkyiia {1,2,...,ab — a — b+ 1} nuje peiipeseniuiainiusio.

Mlokas. Beh cmo mokaszamu ia je ab — a — b + 1 penpe3eHratuBaH, a 1a
ab — a — b Huje. Op ocranux 6pojeBa, fokasaheMo fa je TauHo jeiaH of
OpojeBa z mab — a — b — z penpe3eHTaTHBaH (2 je MpUPOaH OpPOj MarbH Off
ab — a — b). JacHo je ia ako je jeman o 0Ba jiBa 6poja penpe3eHTaTuBaH,
OHJIa JIPYI'M HE MOXE OUTH (MHAYC je M HUXOB 30Mp, OfHOCHO ab — a — b
penpesenratuBan). [{akne, TOBOJBHO je MOKa3aTw a je 6ap jenan o 6pojesa
zunab — a — b — z penpe3eHTaTUBaH.
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[IpeTnocTaBIMO a2 HEKH NPUPOAAH 6poj z < ab — a — b HHje penpe3eH-
taruBaH. Tajia ra Ha jeIMHCTBECHN HAYMH MOXKEMO MPEACTABATH KA0 z =
xa +yb,rneje 0 < x < b—1,2z,y € Z. Kako z Hrje penpe3eHTa-
THBaH, Mopa Baxkutn y < 0. Oparie mmamo fa je ab —a — b — z =
(b—xz—1)a+ (—y— 1)b, akako u3 gepununyje z uy Baxub—z —1 > 0
n—y — 1 > 0,3akmydyjemo fa je ab — a — b — z penpe3eHTaTHBaH, YAMe
j€ l0Ka3 3aBpIIECH. 0

3a kpaj, mpejicTaBbaMo U Joka3z camor PpodeHnycoBor 1npodiema:

Trpheme mokazyjemMo uHAyKIMjoM 110 1, 1 > 2. basa cieiu TupeKTHO
n3 CungectepoBe TeopeMe. [IpeTnoctaBuMo fa TBphemwe BaXu 3a HEKUX
n reHepaTopa u jokaxumora3an + 1. Hekaje A = {ay, as,...,a,11}
ckyn reneparopa Takeux fa je NZD(aqj,az,...,a,41) = 1 u Heka je
NZD(ay,as,...,a,) = d. Ounro je NZD(a,.1,d) = 1. U3 unayk-
THBHE XHMIIOTE3€ NPUMEMEHE HA CKYN reHepaTopa B = {4, %2, ... 2}
nocroju v = g(%, %, ..., % ). Hexaje v > u HajMamu nNpupofaH 6poj
y3ajaMHO IIPOCT Ca @, 1. Tafaje u3 mpeTXONHO HaBeieHOT Opoj dv penpeseH-
TaTBaH MoMohy ay, as, . . ., p, Makako je NZ D(a, 1, dv) = 1, moctoju
g(any1,dv). Oparne crieny 1a ce HAKOH HEKOT IPUPOJIHOT OPoja CBU MOTY
penpe3eHToBaty omohy 6pojeBa u3 A, OJHOCHO NPUPOHUX OPOjeBa KOju
ce He MOTY PENPE3eHTOBATH UMa KOHAYHO MHOT0, I14 j€ TUME IIOKa3aHo fla 1
g(ay,as, ..., a,4 nocroju. OBAME je TOKA3 MHAYKIUjOM 3aBPIIICH. O
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