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1 Uvod

Pri re{avawu raznih matemati~kih problema, nije retkost da nam

sama postavka deluje odbojna i nepristupa~na, da jednostavno nemamo

ideju o tome kako pristupiti problemu. Tada se trudimo da, predstav-

qawem problema na neki drugi, ekvivalentan na~in, steknemo boqu

sliku o tome {ta zapravo treba dokazati, {to ~esto rezultuje i nekom

idejomkoja vodikare{ewu. Utomsmislu, re{etke su vrlopogodnekao

matemati~ki aparat zato {to ih je jednostavno zamisliti i odre|eni

problem interpretirati pomo}u odgovaraju}ih elemenata re{etke.

Re{etkesenemogunazvatimatemati~komobla{}u. Onevi{epred-

stavqajumatemati~kooru|ekojeimabrojneprimeneukombinatorici,

geometriji, kriptografiji, informatici, ali i nekim neo~ekivanim

matemati~kim oblastima, kao{to je teorija brojeva (lep primer jedne

takve primene je interpretacija problema Frobeniusovih brojeva,

koju }emo navesti na kraju ovog rada). Me|utim, to ne zna~i da iza ove

naizgled jednostavne konfiguracije ne postoji slo`ena teorija koja

nam u mnogome mo`e pomo}i u re{avawu interpretiranog problema.

Zbog toga je jako korisno znati pone{to o ovoj temi.

Mi }emo se u ovom radu pre svega baviti celobrojnim re{etkama

u euklidskim prostorima (i to najvi{e u R2). Najpre defini{emo

re{etku uop{te, a zatim u ovom delu predstavi}emo tvr|ewa Pikove

teoreme,teoremeMinkovskog,kaoinekolikotvr|ewakojesupostavili

Arkin{tal, Skot, Rabinovitz, a koja su novijeg veka. Zatim }emo

se baviti nekim osnovnim svojstvima politopa upisanim u celobro-

jnu re{etku u euklidskom prostoru Rn, da bismo sam rad zavr{ili

ve} navedenimFrobeniusovimproblemomiwegovominterpretacijom

pomo}u celobrojnih re{etki.
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2 Re{etka i mnogougao upisan u wu

2.1 [ta je zapravo re{etka?

Definicija 2.1. SkupLta~aka uRn naziva se re{etkom ako zadovol-

java slede}e uslove:

1. (V,+) je diskretna grupa, gde je V skup svih vektora sa krajwim

ta~kama u ta~kama re{etkeL.
2. Svakata~kauL je centarloptekojane sadr`ini jednudruguta~ku
izL.

Slika 1. Re{etka

Primetimo da, na prvi pogled, nije intuitivno za{to ova defini-

cija odgovara na{em neformalnom shvatawu re{etke. Me|utim, kako

iz drugog uslova imamo da, na primer, re{etka ne mo`e sadr`ati skup

povezanih ta~aka (ina~e lopta proizvoqnomalog pre~nika sa centrom

u nekoj od ovih ta~aka sadr`i jo{neku ta~ku re{etke), prime}ujemo da

su ta~ke izL, {to se toga ti~e, odgovaraju na{em neformalnom defin-
isawu re{etke. Tako|e, iz prvog uslova ((V,+) je grupa) intuitivno
je jasno za{to }e re{etka biti simetri~na u odnosu na svaku ta~ku

iz L, pa ova definicija zaista odgovara neformalnom do`ivqavawu

re{etke.

Primer 2.1. Qn je podgrupa Rn, ali nije diskretna, tako da Qn nije

re{etka.

Primer2.2. SkupZn jestere{etka, zato{tozadovoqavaprethodnu
definiciju.

Ovde navodimo jo{ jednu, ekvivalentnu definiciju re{etke.

Definicija 2.2. Neka su B = [b1, b2, . . . , bk] ∈ Rn×k linearno nezav-

isni vektori uRn. Tada se re{etka defini{e pomo}uB kao

L(B) =
{
Bx|x ∈ Zk

}
=

{
k∑
i=1

xibi|xi ∈ Z

}
.
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Definicija 2.3. Svaku ta~ku podskupa L skupa Rn koji je re{etka

nazivamo itemenom (~vorom) re{etke L.

Defini{imo sada i celobrojnu re{etku, koja }e nas, zapravo, i

najvi{e interesovati u ovom radu.

Definicija 2.4. Ta~ka (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn je celobrojna ako x1,
x2, . . . , xn ∈ Zn. Re{etka je celobrojna ako su svi weni ~vorovi

celobrojne ta~ke.

Definicija 2.5. Mnogougao je upisan u re{etku L ⊂ R2 ako su sva

wegova temena ~vorovi te re{etke.

Definicija 2.6. ProstmnogougaoP je mnogougao ~ija je granica jedna

izlom-qena linija, koja ne se~e samu sebe. Prost mnogougao je upisan u

re{etku ako su sva wegova temena ~vorovi ove re{etke.

Slika 2. Prost mnogougao

U nastavku ovog poglavqa bavi}emo se nekim svojstvima upisanih

mnogouglova, i smatra}emo da su sve re{etke celobrojne i uR2.

2.2 Pikova teorema

Po{to smo se upoznali sa nekim osnovnim terminima, pre}i }emo

na neka od najva`nijih svojstava mnogouglova upisanih u re{etke.

Verovatno najpoznatija je Pikova teorema (1899, Xorx Aleksander

Pik), koja namomogu}ava da izra~unamopovr{inumnogougla samopre-

brojavawem odre|enih ~vorova re{etke. Interestantno je da je Xon

Revi pokazao da ne postoji ekvivalent Pikovoj teoremi u ekulidskim

prostorimaRn, n ≥ 3.

Definicija 2.7. Za prav mnogougao P upisan u celobrojnu re{etku

L ⊂ R2, sa u(P ) ozna~imo broj ~vorova u unutra{wosti mnogougla,
sa v(P ) broj ~vorova na samoj grani~noj liniji, a sa S(P ) ozna~imo
wegovu povr{inu.
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Teorema 2.1. Ako je P prav mnogougao upisan u celobrojnu re{etku

L ⊂ R2, va`i:

S(P ) = u(P ) +
v(P )

2
− 1.

Pikovateoremaimavi{edokaza. Predstavi}emodva, jedandobijen

triangulacijom na primitivne trouglove, a drugi pomo}u Ojlerove

teoreme iz teorije grafova. Za svaki od wih potrebno nam je vi{e

pomo}nih tvr|ewa.

Definicija 2.8. Podela mnogouglaP na disjunktnetrouglove naziva

setriangulacija mnogougla P .

Lema 2.1. Svakin-tougaoPn mogu}e je podeliti nan− 2 disjunktnih
trouglova pomo}u wegovih dijagonala koje se me|usobno ne seku.

Slika 3. Pikova teorema

Dokaz. Tvr|ewe }emo dokazati potpunom indukcijom po n. Slu~aj

n = 3 je trivijalan, pa }emo pretpostaviti da ono va`i za sve n = 3,
4, . . . , k i dokazati ga za n = k + 1. Uo~imo dijagonalu ovog (k + 1)-
tougla. Ona deli ovaj mnogougao na dva disjunktna mnogougla, sa po

m i l temena, redom. Kako svako teme polaznog mnogougla pripada

ta~no jednom od dva dobijena, osim krajwih ta~aka uo~ene dijagonale

koje su prisutne u oba mnogougla, imamo da jem + l = n + 2. Prema
induktivnojpretpostavcimogu}e jeizvr{ititriangulacijudobijenih

mnogouglova i tako dobiti m − 2 i l − 2 trougla, redom, a kako se

dijagonale iz razli~itih mnogouglova me|usobno ne seku jer su oni

disjunktni, dobili smo triangulaciju na k−2+ l−2 = n−2 trougla,
~ime je dokaz zavr{en. �

Posledica 1. Svaki n-tougao upisan u re{etku mo{e se podeliti na
n− 2 disjunktna trougla upisana u re{etku.
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Definicija 2.9. Mnogougao upisan u re{etku je primitivan ako nema

temena re{etke u svojoj unutra{wosti i na obodu, sa izuzetkom

samih temena mnogougla.

Lema 2.2. Svaki mnogougao upisan u re{etku mo`e se podeliti na

primitivne trouglove upisane u re{etku.

Dokaz. Na osnovu prethodno dokazane leme, mogu}e je dati mnogougao

triangulisati na trouglove upisane u re{etku. Dakle, dovoqno je

pokazati da je mogu}e izvr{iti triangulaciju trougla na primitivne

trouglove. Ovo pokazujemo indukcijom po r, gde je r broj ~vorova

re{etke unutar ovog trougla.

Ako je r = 0, i ako je trougao primitivan, tvr|ewe je dokazano.
U suprotnom, postoji stranica trougla sa bar jednim ~vorom u un-

utra{wosti. Tadatrougaodelimotako{tosve~vorovenatoj stranici

spajamo sa naspramnim temenom trougla, i time se smawuje maksimalan

broj ~vorova na obodu svih ovih trouglova. Kako je ovaj broj nenegati-

van i ceo, u jednom trenutku mora dosti}i 0, ~ime je izvr{ena opisana
triangulacija. Ako je r = 1, podeli}emo dati trougao na 3 mawa tako
da je svakome teme ova jedna ta~ka u unutra{wosti, a preostala dva su

temena trougla. Time smo dobili tri trougla koja se po induktivnoj

hipotezi mogu triangulisati na opisani na~in. Napokon, ako je r > 1
uo~avawem nekog od ~vorova unutar trougla i sli~nom podelom na 3
trougladobijemodamaksimumbroja~vorovauunutra{wostitrouglova

opada, pa po induktivnoj hipotezi za mawe r ponovo mo`emo izvr{iti
triangulaciju, ~ime je dokaz zavr{en. �

Lema 2.3. Povr{ina primitivnog trougla upisanog u celobrojnu

re{etku je 1
2
.

Ova lema mo`e se dokazati na mnogo na~ina, ali zbog izrazite

elegancije biramo slede}i, iako mo`da mawe intuitivan.

Dokaz. Uvedimokoordinatnisistem, itranslirajmoposmatraniprim-

itivni trougao tako da mu se teme o{trog ugla na|e u koordinatnom

po~etku (kako je ovo pravi trougao mora postojati bar jedan o{tar

ugao). Primetimo da tada koordinatne ose ne seku stranice trougla u

unutra{wosti, ina~e trouagao ne bi bio primitivan. Kako je ugao kod

koordinatnog po~etka o{tar, zakqu~ujemo da se ceo trougao nalazi u

jednom kvadrantu. Bez gubqewa na op{tosti, u prvom.

Neka su temena posmatranog trouglaO(0, 0), P (px, py) iQ(qx, qy).
Primetimo da je (px, py) = (qx, qy) = 1, jer bi u suprotnom postojao

~vorre{etkenaOP iliOQ, pa trougaonebibioprimitivan. Tako|e,
P iQ sa iste strane prave y = x, jer bi u suprotnom neka ta~ka ose ili
ta~ka (1, 1) pripadali trouglu. To zna~i da je 0 ≤ px

py
, qx
qy
≤ 1.
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Uo~imo sada sve ta~ke koje su vidqive iz O, takve da za wihov ar-
gument va`i φ ∈ [0, π/4]. Za svaku ta~ku redom posmatramo koli~nik

apscise i ordinate. Nije te{ko primetiti da ove ta~ke ~ine Farejev

niz za podesno izabranmaksimalan imenilac (ovde bi to biomaksimum

koordinataP ,Q), itourastu}emporetku. Kakoje4OPQprimitivan,

P iQ su susedne u ovom nizu, pa na osnovu poznatog tvr|ewa zaFarejev

niz va`i pyqx − pxqy = 1, pa kako jeO = O(0, 0), iz analiti~ke for-
mule za povr{inu trougla imamo da je povr{ina primitivnog trougla

zaista 1
2
. �

Vratimo se sada dokazu Pikove teoreme. Kao {to smo ve} rekli,

izve{}emo ga na dva na~ina.

Dokaz 1. Kako smo ve} pokazali, mogu}e je dati mnogougao P podeliti

na primitivne trouglove. Ako je broj ovih trouglovaN , suma uglova u

svim trouglovima je

T = Nπ. (1)

Sa druge strane, kako je suma uglova ~ije je teme u fiksiranoj un-

utra{woj ta~ki jednaka 2π, suma uglova kod svih ~vorova na obodu (a
koja nisu temena mnogougla) jednaka π, a suma svih uglova u temenima
mnogougla je (n− 2)π, imamo da va`i

T = 2πu(P ) + πv(P )− 2π, (2)

pa izjedna~avawem (1) i (2) dobijamo

Nπ = 2πu(P ) + πv(P )− 2π,

odnosno

N = 2u(P ) + v(P )− 2.

Na kraju, kako je povr{ina primitivnog trougla 1
2
, imamo S(P ) = N

2
,

pa odatle sledi

S(P ) = u(P ) +
v(P )

2
− 1.

�
Dokaz 2. Dokaz se tako|e mo`e zavr{iti primenom Ojlerove teoreme

u teoriji grafova. Naime, defini{emo planarni graf G(V,E) ~iji
su ~vorovi temena primitivnih trouglova, ivice stranice trouglova,

a strane sami trouglovi uz jo{ jednu stranu, ostatak ravni. Kako

je ve} pokazano da je povr{ina primitivnog trougla 1
2
, imamo da je

S(P ) = 1
2
(f − 1). Sa druge strane, ako sa ev ozna~imo broj ivica koje

spajaju ~vorove na obodu, a sa eu obele`imo broj ostalih, unutra{wih
ivica, mora va`iti 3(f − 1) = 2eu + ev (ovo se dobije prebrojavawem
stranica svih primitivnih trouglova). Tako|e, iz definicije se vidi
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da jev(P ) = ev iu = u(P )+v(P ). KakoizOjleroveteoremeimamoda
je v− e+ f = 2, pametnom manipulacijom izrazima dobijamo slede}e:

f = 3(f − 1)− 2f + 3

= 2eu + ev − 2f + 3

= 2e− ev − 2f + 3

= 2(e− f)− ev + 3

= 2(u− 2)− ev + 3

= 2(u(P ) + v(P )− 2)− v(P ) + 3

= 2u(P ) + v(P )− 1.

Dakle,S(P ) = 1
2
(f − 1) = u(P )+ 1

2
v(P )− 1, pa je dokaz zavr{en.

�
Postoje mnoga uop{tewaPikove teoreme. Mi }emo ovde izdvojiti

dva najpoznatija, Pikovu teoremu za mnogouglove koji nisu prosti,

i Pikovu teoremu za kP = {kx|x ∈ P}, gde je k prirodan broj, a P
mnogougaoupisanure{etku. Po{todokazikoristeve}navedeneideje,

ovde ih ne}emo navoditi.

Teorema 2.2 (Omnogouglu koji nije prost). Neka jeP mnogougao upisan

u re{etku, sa m rupa. Mnogougao P mogu}e je triangulisati na

primitivnetrouglove. Ako sedr`imove}uvedenihoznaka, povr{inu

mnogougla P ra~unamo kao

S(P ) = u(P )− 1

2
v(P ) +m− 1.

Teorema 2.3 (Omnogouglu kP ). Neka jeP mnogougao upisan u re{etku,

k prirodan broj, i kP = {kx|x ∈ P}. Ako sa L(kP ) ozna~imo broj
~vorova unutar i na obodu mnogougla kP , va`i

L(kP ) = S(P )k2 +
1

2
v(P )k + 1.
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2.3 TeoremaMinkovskog

Definicija 2.10. Za S ⊂ R2 ka`emo da je konveksan, ako za svake dve

ta~ke P = P (px, py) iQ = Q(qx, qy) koje pripadaju S, va`i

{tP + (1− t)Q|t ∈ [0, 1]} ⊂ S.

Definicija 2.11. Za ta~ku P ∈ R2, P = P (px, py), defini{emo woj
suprotnu ta~ku−P kao (−px,−py).

Definicija 2.12. Za skup ta~aka S ⊂ R2 ka`emo da je simetri~an u

odnosu na koordinatni po~etak, ako za svaku ta~ku P = P (px, py)
koja pripada skupu S va`i i−P ∈ S.

Teorema 2.4. Ako je S konveksan skup ta~aka u R2 koji je simetri~an

u odnosu na koordinatni po~etak, i ~ija je povr{ina ve}a od 4, tada
on sadr`i bar jednu celobrojnu ta~ku razli~itu od koordinatnog

po~etka.

Dokaz. Uo~imo funkciju f : S → R2, koja ta~ku (x, y) slika u (x
mod 2, y mod 2). Intuitivno, jasno nam je da ovo preslikavawe deli
ravannakvadrate2×2, paihzatimsla`e jedannadrugi. Tako}emoimi
posmatrati ovo preslikavawe. Doka`imo da }e se ovako neke dve ta~ke

iz S �preklapati�, to jest da }e se neke dve ta~ke iz S slikati u istu

ta~ku. Pretpostavimo suprotno, da je funkcijs f iknjektivna. Kako

je povr{ina svakog od dobijenih kvadrata 4, po{to nema preklapawa
povr{ina S mo`e biti najvi{e 4, pa imamo kontradikciju. Dakle, f
nijeinjektivna, papostoje ta~keP1 iP2 izS takve da jef(P1) = f(P2).

Kako je f((x, y)) = (x mod 2, y mod 2), iz prethodno navedenog
zakqu~ujemo da postoje P1, P2 ∈ S takve da je P1 = P2 + (2i, 2j),
i, j ∈ Z , (i, j) 6= (0, 0). Daqe, kako je S simetri~an u odnosu na

koordinatni po~etak va`i i −P2 ∈ S, pa iz uslova konveksnosti

dobijamo da
1

2
(−P2 + P2 + (2i, 2j)) ∈ S,

odnosno (i, j) ∈ S, pa S sadr`i celobrojnu ta~ku razli~itu od koor-

dinatnog po~etka, {to je i trebalo dokazati. �
Interesantno je da se ova teorema mo`e uop{titi na re{etke koje

ne moraju biti celobrojne, kao i na euklidske prostore dimenzije ve}e

od 2. Definicije konveksnosti i suprotne ta~ke su analogne, pa

ih ne}emo navoditi (konveksnost za vi{e dimenzije }emo definisati

u narednom poglav-qu). Zapreminu skupa u Rn mogu}e je prirodno

definisati. Ovde predstavqamo originalnu formulaciju teoreme

Minkovskog.
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Teorema 2.5 (TeoremaMinkovskog). Neka jeL resetka determinante

d(L) u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru Rn, i neka je S kon-

veksan podskup skupaRn, koji je simetri~an u odnosu na koordinatni

po~etak. Ako je zapremina skupa S strogo ve}a od 2nd(L), onda S
sadr`i bar jedan ~vor re{etke razli~it od koordinatnog po~etka.

Ovde se determinanta re{etke d(L) defini{e kao zapremina

fundamentalnog paralelepipeda re{etke. Iz definicije trivijalno

je da je za celobrojnu re{etku ta zapremina jednaka 1, pa odatle i sledi
specijalan slu~aj koji smo ovde dokazali.

2.4 Jo{ neka svojstva celobrojne kvadratne re{etke

Teorema 2.6. U celobrojnu kvadratnu re{etku od pravilnih mnogou-

glova mogu}e je upisati samo pravilan ~etvorougao.

Dokaz 1. Posmatrajmo neko n ∈ N za koje je mogu}e konstruisati

ovakav n-tougao. Kako mnogouglove upisujemo u kvadratnu re{etku,

skup du`ina stranica je prebrojiv, pa mo`emo uo~iti pravilan n-
tougao najmawe povr{ine koji se mo`e upisati u kvadratnu re{etku,

neka je toA1A2 . . . An.
Ozna~imo saO koordinatni po~etak, i neka jeBi, i ∈ {1, 2, . . . , n}

definisano kao
−−→
OBi =

−−−−→
AiAi+1, An+1 = A1. Primetimo da, kako

su O, Ai, Ai+1 temena re{etke, to mora biti i Bi, pa je B1B2 . . . Bn

tako|e upisan u re{etku. [ta vi{e, on je pravilan zato {to su uglovi

∠BiOBi+1 i ∠AiAi+1Ai+2 suplementni. Kako je iz definisanosti

AiAi+1 ≤ BiBi+1, imamo da je AiAi+1 ≤ 2AiAi+1 sin
π
n
, pa je n ≤

6, ~ime smo pokazali da za sve pravilne mnogouglove sa 7 ili vi{e

stranica ovakvo upisivawe nije mogu}e.

Posmatrajmo sada n ≤ 6. Iz analiti~ke formule za te`i{te

vidimo da su koordinate centra ovog pravilnogmnogougla racionalne,

pa homotetijom ovog mnogougla sa nekim celobrojnim koeficijentom

dobijamo pravilan mnogougao upisan u re{etku ~iji centar tako|e

ima celobrojne koordinate. Sada, ako rotiramo ovaj mnogougao oko

wegovog centra redom za uglove π
2
, π i 3π

2
dobi}emo nove ta~ke, koje

}e iz centralne simetrije oko centra tako|e biti celobrojne i za-

jedno sa po~etnim ta~kama ~initi neki novi pravilan mnogouao. U

slu~aju pravilnog trougla i {estougla ima}emo 12 ta~aka, a u slu~aju
pravilnog petougla 20 ta~aka, pa iz prethodnog dela ovakvi pravilni
mnogouglovi ne postoje. Sa druge strane, za pravilan ~etvorougao

ima}emo samo 4 ta~ke.
Kako za kvadrat postoji primer sa temenima u (0, 1), (1, 1), (1, 0)

i (0, 0), ovime smo pokazali da se od svih pravilnih mnogouglova samo
kvadrat mo`e upisati u kvadratnu celobrojnu re{etku. �
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Dokaz 2. Opet, posmatrajmo neko n ∈ N za koje je mogu}e konstruisati

ovakav n-tougao. Iz Pikove teoreme imamo da je wegova povr{ina

S(P ) = u(P )+ 1
2
v(P )− 1, pa je 2S(P ) ∈ N. Sa druge strane, znamo da

jepovr{inapravilnogn-touglastranicedu`ineL jednaka 1
4
nL2 ctg π

n
,

pa iz svega navedenog imamo da ctg π
n
mora biti racionalan. Sada nije

te{ko izvesti da je ovo mogu}e jedino za n = 4, odnosno samo kvadrat
se mo`e upisati u celobrojnu kvadratnu re{etku. �

Prvi matemati~ar koji je primetio neke klase mnogouglova koje

moraju sadr`ati bar jednu celobrojnu ta~ku u unutra{wosti je J. R.

Arkin{tal. Ovde navodimo neke od wegovih rezultata.

Stav 2.1. Konveksan trapez upisan u celobrojnu kvadratnu re{etku

mora sadr`ati bar jednu celobrojnu ta~ku u svojoj unutra{wosti.

Dokaz ovog stava }emo presko~iti, zato{to je idejno sli~an dokazu

slede}eg tvr|ewa.

Stav2.2. Konveksanpetougaoupisanucelobrojnukvadratnure{etku

mora sadr`ati bar jednu celobrojnu ta~ku u svojoj unutra{wosti.

Dokaz. Neka je konveksan petougao ABCDE upisan u re{etku. Zbir

wegovih unutra{wih uglova je 3π, pa je zbir parova uzastopnih un-

utra{wih uglova jednak 6π. To zna~i da je zbir neka dva susedna

ugla ve}i od π. Neka je bez gubqewa na op{tosti ∠A + ∠B > π.
Tako|e, neka je bez gubqewa na op{tosti d(E,AB) ≥ d(C,AB). Ako
konstrui{emo paralelogramABCX , jasno je da }e ta~kaX biti celo-

brojna. Iz prethodno navedenog imamo da je ∠BAX < ∠BAE, a
kako je d(E,AB) ≥ d(C,AB), zakqu~ujemo da je ta~kaX unutar ovog

petougla, a kako je ona celobrojna tvr|ewe je dokazano. �

Teorema 2.7 (Skotova granica). Za konveksan mnogougao upisan u celo-

brojnu kvadratnu re{etku va`i v(P ) ≤ 2u(P ) + 7. Ako P ima vi{e

od tri temena, va`i v(P ) ≤ 2u(P ) + 6.

Zbogop{irnostiikomplikovanostidokazaodlu~ilismodagaovde

nenavodimo. Jedanodna~ina je da semnogougao upi{eupravougaoniki

daserazmatranizslu~ajevapobrojutemenanastranicamapravougaoni-

ka, a drugi je indukcija po u(P ), s tim {to bazni slu~aj uop{te nije

trivijalan.

Stav 2.3 (Kolmanova lema). Neka je ABCDE konveksan petougao up-

isan u celobrojnu kvadratnu re{etku. Ako4ACE nema celobrojnih

ta~aka u unutra{wosti, onda du`i AC ili CE sadr`e celobro-

jnu ta~ku u unutra{wosti. Specijalno, ako AE sadr`i celobrojnu

ta~ku u svojoj unutra{wosti, onda tvr|ewe va`i i zaAC i zaCE.
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Dokaz. Neka jeX ~vor re{etke u trouglu4ABC najbli`i stranici

AC (ako ne postoji, uzimamo X = B). Analogno za4CDE i stran-

icu CE defini{emo ta~ku Y . Iz konveksnosti petougla ABCDE
imamo da je konveksan i petougao AXCY E, pa na osnovu jednog od
prethodno navedenih primera zakqu~ujemo da on sadr`i jednu ta~ku u

svojoj unutra{wosti. Iz definisanosti X i Y zakqu~ujemo da nema

celobrojnih ta~aka u4ACX i4CY E, a kako iz uslova zadatka celo-
brojne ta~ke nema ni u unutra{wosti 4ACE, zakqu~ujemo da mora

postojati ceobrojna ta~ka na nekoj od du`iAC iCE.
Doka`imo sada drugi deo tvr|ewa, i neka je P celobrojna ta~ka u

unutra{wosti AE. Bez gubqewa na op{tosti, neka je sada X ta~ka

koja se nalazi na AC , a ta~ku Y defini{emo kao malo pre, odnosno

kaocelobrojnu ta~kuunutartrougla4CDE koja je najbli`astranici

CE (ako takva ta~ka ne postoji, uze}emo Y = D). Kako je petougao

ABCDE konveksan, to mora biti i petougao CXPEY , pa na sli~an
na~in kao u prvom delu dokaza zakqu~ujemo da mora postojati celobro-

jna ta~ka i unutar straniceCE, ~ime je dokaz zavr{en. �
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3 Politopi i re{etke u prostorima dimenzija

ve}ih od 2

Nakon{to smo se upoznali sa raznim svojstvimamnogouglova upisanih

u celobrojnu kvadratnu re{etku, logi~no je postaviti pitawe da li se

neko od tih tvr|ewa mo`e uop{titi i na vi{e dimenzije, kao i {ta bi

bio pandam za mnogougao u Rn, n > 2. Naveli smo uop{tewe teoreme
Minkovskog, dok je, na primer, pokazano da se Pikova teorema ne

mo`euop{titinaeuklidskiprostorproizvoqnedimenzije. Me|utim,

postoji niz drugih teorema koje se bave ovim problemom. Mi ovde

predstavqamo neke odwih, ali za po~etak uvodimo neophodne termine.

Politop nije lako definisati, i postoje mnoge definicije. Sve je

po~elo od Ludviga[laflija, {vajcarskog matemati~ara koji je rekao

da je ta~ka0-politop, prava1-politop, ravan2-politop, an-politop
je prirodni nastavak ovog niza. Me|utim, konveksni politop je mnogo

lak{edefinisati. Kako}e jedinoonibitipredmet na{eg izu~avawa,

preska~emo definiciju politopa.

Definicija 3.1. HiperravanH je potprostor vektorskog prostora

V , takav da ako su n i p vektori iz V , va`iH = {y|n · (y − p) = 0}.

Definicija 3.2. Konveksni politop je skup ta~aka uRn ~ije su koor-

dinate re{ewa sistema jedna~ina

mx ≤ b,

gde jem realna matrica dimenzija s × n, a b predstavqa s vektor sa
realnim koordinatama.

Jasno je da ova definicija predstavqa presek s skupova, gde je svaki
skup zapravo skup ta~aka sa iste strane jedne hiperravni odre|ene

odgovaraju}om jedna~inom u sistemu. Tako|e, konveksan politop se

mo`e definisati na ve} poznat na~in, to jest za dat skup vektora

{v1, v2, . . . , vs} konveksan politop defini{emo kao

P = {λ1v1 + λ2v2 + ·+ λsvs|λi ≥ 0, λ1 + λ2 + ·+ λs = 1} .

Definicija 3.3. Dimenzija politopa P defini{e se kao dimenzija

najmaweg afinog prostora koji sadr`iP . Ako je dimenzija politopa
d, pi{emo dimP = d.

Iz definicije dimenzije o~ito je da politop u Rn ne mora imati

dimenziju d, ve} samo mora va`iti dimP ≤ n.

Definicija 3.4. Strana konveksnog politopa predstavqa presek

hiperravni koja odre|uje politop i samog politopa.
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O~ito, i strana ima svoju dimenziju, a u zavisnosti od te dimenzije

uvodimo jo{ dva termina.

Definicija 3.5. Ivica ili stranica konveksnog politopa je strana

politopa dimenzije 1.

Definicija 3.6. Teme konveksnog politopa je strana politopa di-

menzije 0.

Definicija 3.7. Ako politopP ima dimenziju d, za wega ka`emo da je
d-politop.

Nije te{ko pokazati da d-politop mora imati bar d + 1 temena.
Konveksand-politopkoji ima ta~nod+1 temena naziva sed-simpleks.
Specijalno, standardni n-simpleks defini{emo kao
4 = conv{0, e1, e2, . . . , en}.

Slika 4. Simpleksi

Jo{ jedan specifi~anpolitop je jedini~nakocka. Jedini~nukocku

defini{emo kao� = conv{x ∈ Rn|x ∈ ±1n}. Napokon, ortopleks
defini{emo kao♦ = conv{±e1,±e2, . . . ,±en}, gde su e1, e2, . . . , en
jedini~ni vektori.

Slika 5. Kocke

3.1 Prebrojavawecelobrojnihta~akaukonveksnimpoli-

topima

Problem prebrojavawa ~vorova celobrojne re{etke u konveksnom n-
politopu znatno je komplikovaniji nego {to je to bio slu~aj kod mno-

gouglova. U op{tem slu~aju, nije mogu}e doneti zakqu~ke o nekim
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Slika 6. Ortopleksi

osobinama politopa samo na osnovu broja ~vorova u wemu, kao {to je

bio slu~aj u ravni (na primer, pomo}u Pikove teoreme lako smo mogli

izra~unati povr{inu mnogougla, me|utim, ovaj broj nam nije dovoqan

da bismo odredili zapreminu n-politopa).
Me|utim, francuski matemati~ar Eugen Erhart je do{ao na jednu

drugu ideju. Svestan zna~aja ovog podatka, on je polazni politop prvo

translirao tako da mu koordinatni po~etak postane teme, a zatim

posmatrao politope koje dobijamo homoteti~nim preslikavawem do-

bijenog politopa u odnosu na koordinatni po~etak, sa celobrojnim

koeficijentima homotetije. Zakqu~io je da se mnoge osobine poli-

topa mogu izraziti u funkciji od broja celobrojnih ~vorova unutar

svih dobijenih politopa, {to je upravo ideja ove teorije.

Erhartova teorija je trenutnopopularnai veomaizu~avanaoblast.

Gotovo svi rezultati zahtevaju zna~ajan teorijski uvod i predznawe

iz odgovaraju}ih oblasti, tako da }emo se mi u ovom radu zadr`ati

samo na osnovnim idejama i terminima ove teorije, kao i na nekoliko

najjednostavnijih primera.

Definicija3.8. ZaposmatranipolitopP uRn,wegovu t-dilataciju,
odnosno tP , defini{emo kao

tP = {(tx1, tx2, . . . , txn)|(x1, x2, . . . , xn) ∈ P}.

Definicija 3.9. Za dat politopP upisan u celobrojnu re{etkuZn i
nenegativan ceo broj t, saLP (t) ozna~ava}emo broj ~vorova re{etke u
tP , odnosno

LP (t) = #(tP ∩ Zn).

Primer 3.1. Izra~unajmo L�(t). Kako je � = conv{x ∈ Rn|x ∈
±1n} = {x ∈ Rn| − 1 ≤ x · ei ≤ 1, 1 ≤ i ≤ n}, zakqu~ujemo da je
t� = {x ∈ Rn| − t ≤ x · ei ≤ t, 1 ≤ i ≤ n}. Odatle je trivijalno da
jeL�(t) = (2t+ 1)n.
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Primer 3.2. Sli~no, za ortopleks♦ = {x ∈ Rn|
∑n

i=1 |x · ei| ≤ 1} je
t♦ = {x ∈ Rn|

∑n
i=1 |x · ei| ≤ t}. Odavde vidimo da se problem svodi

na nala`ewe broja celobrojnih re{ewa nejedna~ine |x1|+ |x2|+ · · ·+
|xn| ≤ t. Ovaj broj nije te{ko na}i, jer ako broj onih i-ova za koje je
xi ≥ 0 i ozna~imo ga sa j, nije te{ko primetiti da je broj re{ewa
jedna~ine zafiksno j zapravo

(
t+n−j
n

)
(zbirn prirodnih brojeva ne sme

bitive}i od t+n−j, pa raspore|ujemonpregrada na t+n−j mesta).
Iz svega navedenog zakqu~ujemoL♦(t) =

∑n
j=1

(
n
j

)(
t+n−j
n

)
.

Primer 3.3. Za standardni n-simpleks va`i
4 = conv{0, e1, e2, . . . , en} = {x ∈ Rn|x×ei ≥ 0,

∑n
i=1 x×ei ≤ 1},

pa je t4 = {x ∈ Rn|x × ei ≥ 0,
∑n

i=1 x × ei ≤ t}. Sada se problem
svodi na nala`ewe broja re{ewa nejedna~ine x1 + x2 + · · · + xn ≤ t,
{to se mo`e izra~unati sli~no kao u prethodnom primeru, pa je

L4(t) =
(
t+n
n

)
.

Teorema 3.1 (Erhartova teorema). Ako je P ⊂ Rn d-politop upisan u
celobrojnu re{etku odgovaraju}e dimenzije, i ako posmatramo poli-

top tP za neko nenegativno celo t, LP (t) se mo`e predstaviti kao
polinom stepena d po t, odnosno LP (t) = c0 + c1t + · · · + cdt

d. Ovaj

polinom naziva se Erhartovim polinomom politopa P za ceo neneg-

ativan broj t.

Dokaz ove teoreme je veoma zahtevan. Pre nego {to pre|emo na

wega, doka`imo jednu lemu:

Lema 3.1. Neka je f : Z≥0 → C , i d nenegativan ceo broj. Tada su

slede}a tvr|ewa ekvivalentna:

1. Za sve t ≥ 0,
∑d+1

k=0(−1)d+1−k(d+1
k

)
f(t+ k) = 0.

2. Postoji polinom stepena ≤ d koji uzima iste vrednosti kao
f(t) u svim nenegativnim celim ta~kama.

Dokaz. Tvr|ewe dokazujemo indukcijom po d. Ako je d = 0, tvr|ewe
je o~ito trivijalno (f(t + 1) − f(t) = 0 u celobrojnim ta~kama).

Pretpostavimo da je d > 0, i da tvr|ewe va`i za d− 1.
Pretpostavimo da va`i druga stavka. Neka je g(t) = f(t + 1) − f(t)
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polinom stepena d− 1, i na osnovu induktivne hipoteze va`i:

0 =
d∑

k=0

(−1)d−k
(
d

k

)
(f(t+ 1 + k)− f(t+ k))

=
d+1∑
k=1

(−1)d−k+1

(
d

k − 1

)
f(t+ k) +

d∑
k=0

(−1)d−k+1

(
d

k

)
f(t+ k)

= f(t+ d+ 1) + (−1)d+1f(t) +
d∑

k=1

(−1)d−k+1

(
d+ 1

k

)
f(t+ k)

=
d+1∑
k=0

(−1)d−k+1

(
d+ 1

k

)
f(t+ k).

Zadrugismer,pretpostavimodava`iprvastavka. Sli~nokaomalopre,

vidimo da funkcija g(t) = f(t + 1) − f(t) zadovoqava prvi uslov

(sada smo gledali d − 1 umesto d, ostatak izvo|ewa je isti), pa na

osnovu induktivne hipoteze zakqu~ujemo da postoji polinom stepena

≤ d − 1 koji se poklapa sa g(t) u svim celobrojnim ta~kama. Kako je

f(t + 1) = f(t) + g(t), a indukcijom trivijalno pokazujemo da je onda

f(t+1) = f(0)+
∑t

k=0 g(k), vidimo da i za f(t) postoji odgovaraju}i
polinom, pa je dovoqno pokazati da je stepen tog polinoma ≤ d. Ako
razbijemo prethodno navedenu sumu na monome, vidimo da se zadatak

svodi na dokazivawe da je
∑t

k=0 k
r polinom r + 1-vog stepena. �

Vratimo se sada na dokaz Erhartove teoreme. Pokaza}emo da je za sve

t ≥ 0

LP (t+ d+ 1) =
d∑

k=0

(−1)d−k
(
d+ 1

k

)
LP (t+ k).

Na osnovu prethodne leme time bismo pokazali da je LP (t) zapravo
polinom po t. Ako izvr{imo triangulaciju politopa P na simplekse,

primenom principa ukqu~ewa-iskqu~ewa LP (t) postaje suma poli-

noma sa odgovaraju}im znacima, dakle polinom, pa bez gubqewa na

op{tosti mo`emo pretpostaviti da je P simpleks.

Neka su {v0, v1, . . . , vd} temena P i tfiksan nenegativan ceo broj.
Za svako teme vi defini{emo Qi := (t + d)P + vi. Defini{imo i

Q :=
⋃
iQi. Prvo, poka`imo da je Q = (t + d + 1)P . Jasan je smer

Q ⊂ P . Kako je (t+d+1)P = {
∑d

i=0 aivi|ai ≥ 0,
∑d

i=0 ai = t+d+1},
za svako p = a0v0+a1v1+ ·+advd ∈ (a+d+1)P mora postojati neko

j takvo da je aj ≥ 1 (ovde koristimo pretpostavku da je P simpleks).

Dakle, p ∈ Qj , pa je i p ∈ Q, iz ~ega zakqu~ujemo P ⊂ Q. Kona~no,
pokazali smo da je P = Q.
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Sa druge strane, prebrojmo celobrojne ta~ke unutarQ.

Qj = (t+ d)P + vj

=

{
vj +

d∑
i=0

(t+ d)civi|ci ≥ 0,
d∑
i=0

ci = 1

}

=

{
d∑
i=0

aivi|ai ≥ 1 ako i ∈ I,
d∑
i=0

ai = t+ d+ 1

}
.

Kako je za svako I ⊂ D,D := {0, 1, . . . , d},⋂
i∈I

Qi =

{
d∑
i=1

aivi|ai ≥ 1 ako i ∈ I,
d∑
i=0

ai = t+ d+ 1

}
=

(t+ d+ 1−#I)P +
∑
i∈I

vi,

principom ukqu~ewa-iskqu~ewa zakqu~ujemo:

#(Q ∩ Zn) =
d+1∑
k=1

(−1)k+1
∑

I⊂D,#I=k

#(
⋂
i∈I

Qi ∩ Zn)

=
d+1∑
k=1

(−1)k+1

(
d+ 1

d+ 1− k

)
LP (t+ d+ 1− k)

=
d∑

k=0

(−1)d−k
(
d+ 1

k

)
LP (t+ k).

Dakle, pokazali smo tvr|ewe sa po~etka dokaza, pa smo time dokazali i

da jeLP (t) polinom po t stepena≤ d. Dakle, potrebno je jo{ dokazati

da je stepen polinoma ta~no d. Mo`emo pretpostaviti da je jedno teme

politopa koordinatni po~etak (transliramo ga po potrebi). Kako je

P d-politop, wegova temena v1, v2, . . . , vd su linearno nezavisna. Za
prirodne brojeve k1, k2, . . . , kd ≤ t, ta~ke k1v1 + ·+ kdvd su sve unutar
dtP ∩ Zn, i sve one su razli~ite za razli~ite izbore k-ova. Dakle,

LP (dt) ≥ td, pa posmatrawem dovoqno velikog t zakqu~ujemo da je

stepen polinoma bar d, odnosno da iz prethodnog mora biti ta~no d.
Ovime je Erhartova teorema dokazana. �

Interesantno je da bi sli~no tvr|ewe va`ilo i ako posmatrani

politop ne bi bio upisan u re{etku, ve} je dovoqno da mu sve koor-

dinate budu racionalni brojevi. Tada, me|utim, LP (t) postaje kvazi-
polinom po t, odnosno umesto koeficijenata ci, 1 ≤ i ≤ n, imamo
periodi~ne funkcije ci(t), ci : Q → Z. Me|utim, u ovom radu }e nas

zanimati iskqu~ivo celobrojni politopi, tako da se na ovome ne}emo

zadr`avati.
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3.2 Diskretna i neprekidna zapremina politopa

Ovde }emo predstaviti krajwe neformalnu definiciju zapremine

politopa, koja je kao pojam ipak intuitivno jasna.

Definicija 3.10. Zapremina politopa defini{e se kao nenegativan

realan broj vol(P ) =
∫
P
dV .

Ovosemo`ezamislitikaopopuwavawepolitopamalimd-kockama
stranice 1

t
, gde je zapreminaovakve kocke 1

td
. Kako smawujemo stranicu

kocke, ovomo`emozamislitiikaora~unawe#(P ∩(1
t
Z)n)imno`ewe

togbrojasazapreminomjednekocke. Dakle,odavdevidimodabislede}a

definicija zapreminepolitopabilaekvivalentnaonoj namapoznatoj.

Definicija 3.11. Zapremina d-politopa P ⊂ Rn je nenegativan re-

alan broj vol(P ) = limt→+∞
1
td
#(P ∩ (1

t
Z)n).

Definicija 3.12. Relativna zapremina d-politopa P ⊂ Rn je neneg-

ativan realan broj relvolP = limt→+∞
1

td−1#(tP ∩ Zn).

Teorema 3.2. Neka je P ⊂ Rn d-politop, Zd celobrojna re{etka, i
neka je LP (t) = c0 + c1t + · + cdt

d Erhartov polinom politopa P .
Tada va`i:

1. cd = vol(P ).

2. cd−1 = 1
2

∑
F relvol(F ), gde se vr{i sumirawe po stranama F

politopa P .

3. c0 = 1.

Dokaz. Kako va`i

vol(P ) = lim
t→+∞

1

td
#(P ∩ (

1

t
Z)n)

= lim
t→+∞

#(tP ∩ Zn)

= lim
t→+∞

LP (t),

a limt→+∞ LP (t) = cd, prvastavkajedokazana. Kakoje1 = LP (0) = c0,
i tre}a stavka je dokazana, dok }emo dokaz druge stavke navesti kasnije.

�
^esto se umesto Erhartovog polinoma koristi i Erhartov red, a

~ijim se posmatrawem tako|e mogu dobiti navedeni rezultati.

Definicija 3.13. Erhartov red za dati politop P ⊂ Rn defini{e

se kaoEhrP (x) = 1 +
∑+∞

t=1 LP (t)x
t.
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Primer 3.4. Za standardni n-simpleks je

Ehr4(x) = 1 +
+∞∑
t=1

(
t+ n

n

)
xt =

1

(1− x)d+1
.

3.3 Erhart-Mekdonaldov reciprocitet

Definicija 3.14. Neka je P ⊂ Rn politop. Ako je P definisan

pomo}u niza nejednakosti mx ≤ b, tada sa P ◦ defini{emo we-

govu unutra{wost, odnosno sve ta~ke x ∈ P za koje se ni u jednoj

od navedenih nejednakosti ne dosti`e jednakost. Defini{emo i

LP ◦(t) = #(P ◦ ∩ Zn) Erhartov polinom i odgovaraju}i Erhartov

redEhrP ◦(x) = 1 +
∑+∞

t=1 LP ◦(t)xt.

Teorema 3.3. (Erhart-Mekdonaldov reciprocitet) Ako je P ⊂ Rn

politop, va`i

LP ◦(t) = (−1)dLP (−t)

i

EhrP (
1

x
) = (−1)d+1EhrP ◦(x).

Zbog du`ine i kompleksnosti dokaza, ovde }emo ga presko~iti.

Pomo}u ovog tvr|ewa mo`emo dokazati i drugu stavku u Teoremi 3.2.

Naime, ako primetimo∑
F

vol(F ) = relvol(P )− relvol(P ◦)

= lim
t→+∞

1

td−1
#(tP ∩ Zn)− lim

t→+∞

1

td−1
#(tP ◦ ∩ Zn)

= lim
t→+∞

1

td−1
(LP (t)− (−1)dLP (−t))

= 2 lim
t→+∞

1

td−1
(cd−1t

d−1 + cd−3t
d−3 + ·)

= 2cd−1,

vidimo da tvr|ewe odmah sledi.
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4 Frobeniusov problem

U uvodu smo rekli da se mnogi problemi mogu interpretirati pomo}u

elemenata celobrojne re{etke. Ovde dajemo jedan takav primer na

re{avawuFrobeniusovogproblema(iliProblemanov~i}a). Nave{}emo

tvr|ewe Frobeniusovog problema u op{tem slu~aju:

Definicija 4.1. Neka jeA = {a1, a2, . . . , an} skup prirodnih brojeva,
i neka jem ∈ N. Tada za brojm ka`emo da se mo`e reprezentovati

pomo}u elemenata skupa A ako postoje nenegativni celi brojevi x1,
x2,. . . , xn takvi da jem = x1a1 + x2a2 + · · · + xnan, i tada se ovaj
izraz naziva reprezentacijom brojam pomo}u brojeva izA.

Teorema 4.1 (Frobeniusov problem). Dat je skupA = {a1, a2, . . . , an}
prirodnih brojeva, takvih da je NZD(a1, a2, . . . , an) = 1. Ako je

R(A) skupsvihprirodnihbrojevakojisemogureprezentovatipomo}u
brojevaizA,tadapostojig(a1, a2, . . . , an) = max{m|m ∈ Z\R(A)}.
OvajbrojnazivamoFrobeniusovimbrojemskupaA, a samskupA skupom

generatora.

Definicija 4.2. Za skup generatora A = {a1, a2, ·, an} i neki priro-
dan broj k funkciju pA : N→ N ∪ {0} defini{emo kao

pA(k) = # {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Zn|(∀i)xi ≥ 0, x1 + x2 + ·+ xn = k} .

Iakonije te{kopokazatidaovaj broj postoji, pokazano je danepos-

toji op{ta formula za ra~unawe Frobeniusovog broja za fiksan broj

generatora n ≥ 3. Postoji metoda koja koristi generatorne funkcije
i pomo}u koje se (~esto samo uz pomo} ra~unara) mo`e odrediti za date

generatore.

Ovde}emopokazati jednuzanimqivuinterpretacijuovogproblema

pomo}u re{etki, kao i re{ewe problema i jo{ neka lepa svojstva

za n = 2. Na kraju, dajemo i najpoznatiji dokaz samog problema za

proizvoqno n.

4.1 Geometrijski pristup

Neka je A = {a1, a2, . . . , an}, NZD(a1, a2, . . . , an), ai > 1 skup gen-
eratora (ako je neko ai = 1, o~ito postoji reprezentacija za svaki

prirodan broj). Posmatrajmo slede}i skup:

P = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn|x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan = 1} .

Jasno je da je ovaj skup jedan politop. Kako je za neko prirodno k,
pA(k) = # {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Zn|(∀i)xi ≥ 0, x1 + x2 + ·+ xn = k},
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vidimo da je

pA(k) zapravo broj ~vorova re{etkeRn u politopu kP , odnosno va`i
pA(k) = LP (k). Dakle, ovime smo povezali Frobeniusov broj za

proizvoqni skup generatora saErhartovom teorijom. Tako za dat skup

generatoraprebrojavawemcelobrojnih ~vorova u odre|enompolitopu

mo`emoodrediti da li se taj broj mo`ereprezentovatiiline. Upravo

ovom metodom su dobijena re{ewa problema za odre|ene klase skupova

generatora, {to se standardnim metodama za re{avawe Diofantskih

jedna~ina ne mo`e uraditi.

4.2 Frobeniusov broj za dva generatora

Po{tosmove}spomenuliovaj problem, navodimoinajpoznatijerezul-

tate za n = 2. Oba rezulata se pripisuju Silvesteru.

Teorema 4.2. Neka su a i b uzajamno prosti prirodni brojevi. Tada

va`i g(a, b) = ab − a − b (specijalno, ako je neki od ovih brojeva

−1 dobijamo g(a, b) = −1, {to zna~i da su svi prirodni brojevi

reprezentativni).

Dokaz. Kako je NZD(a, b) = 1, svaki prirodan broj c mo`e se pred-
staviti kao c = xa + yb, x, y ∈ Z. Tako|e, primetimo da, ako je

0 ≤ x ≤ b− 1, ovo predstavqawemora biti jedinstveno (ovo je potpun
sistem ostataka po modulu b, pa ne mogu postojati dva ovakva pred-

stavqawa). Dakle, za svaki ceo broj c postoje x, y ∈ Z takvi da va`i

c = xa+ yb, 0 ≤ x ≤ b− 1.
Primetimo sada da broj nije reprezentativan ako i samo ako u

posledwem predstavqawu va`i y < 0. Kako su a i b prirodni brojevi,
odavde sledi da je najve}i broj koji nije reprezentativan zapravo

g(a, b) = (b− 1)a+ (−1)b = ab− a− b,

{to je i trebalo dokazati. �

Teorema 4.3 (Silvesterova teorema). Za skup generatora A = (a, b),
gde su a i b uzajamno prosti prirodni brojevi, ta~no pola od brojeva
iz skupa {1, 2, . . . , ab− a− b+ 1} nije reprezentativno.

Dokaz. Ve} smo pokazali da je ab − a − b + 1 reprezentativan, a da
ab − a − b nije. Od ostalih brojeva, dokaza}emo da je ta~no jedan od
brojeva z i ab− a− b− z reprezentativan (z je prirodan broj mawi od
ab − a − b). Jasno je da ako je jedan od ova dva broja reprezentativan,
onda drugi ne mo`e biti (ina~e je i wihov zbir, odnosno ab − a − b
reprezentativan). Dakle, dovoqno jepokazatida jebar jedanodbrojeva

z i ab− a− b− z reprezentativan.
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Pretpostavimo da nekiprirodan broj z < ab−a−bnije reprezen-
tativan. Tada ga na jedinstveni na~in mo`emo predstaviti kao z =
xa + yb, gde je 0 ≤ x ≤ b − 1, x, y ∈ Z. Kako z nije reprezenta-
tivan, mora va`iti y < 0. Odatle imamo da je ab − a − b − z =
(b−x−1)a+(−y−1)b, a kako iz definicijex i y va`i b−x−1 ≥ 0
i−y − 1 ≥ 0, zakqu~ujemo da je ab− a− b− z reprezentativan, ~ime
je dokaz zavr{en. �

Za kraj, predstavqamo i dokaz samog Frobeniusovog problema:

Tvr|ewe dokazujemo indukcijom po n, n ≥ 2. Baza sledi direktno
iz Silvesterove teoreme. Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za nekih

n generatora i doka`imo ga za n + 1. Neka je A = {a1, a2, . . . , an+1}
skup generatora takvih da je NZD(a1, a2, . . . , an+1) = 1 i neka je

NZD(a1, a2, . . . , an) = d. O~ito je NZD(an+1, d) = 1. Iz induk-

tivne hipoteze primewene na skup generatora B = {a1
d
, a2
d
, . . . , an

d
},

postoji u = g(a1
d
, a2
d
, . . . , an

d
). Neka je v > u najmawi prirodan broj

uzajamnoprostsaan+1. Tadajeizprethodnonavedenogbrojdvreprezen-
tativan pomo}u a1, a2, . . . , an, pa kako jeNZD(an+1, dv) = 1, postoji
g(an+1, dv). Odatle sledi da se nakon nekog prirodnog broja svi mogu
reprezentovati pomo}u brojeva iz A, odnosno prirodnih brojeva koji
se ne mogu reprezentovati ima kona~no mnogo, pa je time pokazano da i

g(a1, a2, . . . , an+1 postoji. Ovime je dokaz indukcijom zavr{en. �
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